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微分 流 形 是 20 世纪 数学 的 有 代表 性 的 基本 观念 ,是 描述 许多 自然 现象 的 一 种 空间 形 
式 。 本 书 是 微分 流 形 理 论 的 入 门 教材 ,是 联系 经 典 数 学 和 当代 数学 文献 的 桥梁 ,主要 内 容 
是 介绍 微分 流 形 的 基本 概念 和 例子 、 微 分 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 、 光 滑 张 量 场 、 外 微分 式 
的 运算 和 性 质 , 以 及 黎 曼 流 形 、. 李 群 .微分 纤维 从 的 初步 知识 。 全 书 的 叙述 深入浅出 ,平易 
流畅 ,重点 突出 ,强调 几何 背景 ,着 重 介绍 在 微分 流 形 上 如 何 通过 局 部 坐标 系 来 处 理 大 范 
围 定义 的 数学 对 象 。 通 过 本 书 的 学 习 , 会 在 微分 流 形 的 理论 和 应 用 方面 打下 坚实 的 基础 ， 
并 且 为 学 习 当 代数 学 文献 创造 条 件 。 

本 书 可 供 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 数学 系 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 作为 “微分 流 形 ” 课 ， 
或 “ 黎 曼 几 何 引 论 ” 课 ,或 “< 近代 微分 几何 ” 课 的 教材 ,也 可 供 力学 、 理 论 物理 等 相关 学 科 的 
学 生 .教师 和 研究 工作 者 参考 。 
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我 国 数学 界 已 经 逐渐 形成 一 种 共识 ,应 当 加 强 几何 学 的 教学 . 数学 科学 虽 
有 众多 的 分 支 , 却 是 有 机 的 统一 . 几何 的 .代数 的 .分析 的 方法 相辅相成 ,使 现 
代数 学 成 为 人 类 认识 世界 改造 世界 的 锐利 武器 . 几何 学 的 对 象 比较 直观 , 比 
较 接近 人 们 的 生活 经 验 , 所 以 更 能 激发 开创 性 思维 . 数学 历史 上 许多 划时代 的 
新 思想 ,如 无 理 数 的 发 现 ,公理 化 方法 的 起 源 , 坐 标 方法 的 提出 , 非 欧 几何 的 诞 
生 , 空 间 观念 的 演变 ,对 整体 性 质 和 行为 的 关注 , 非 线 性 数学 的 兴起 等 等 ,都 首 
先 发 生 在 几何 学 的 沃土 上 . 然而 从 50 年 代 到 70 年 代 我 国 大 学 的 几 次 教学 改 
革 中 ,几何 课程 曾 被 一 再 削弱 . 当时 吴 光 舌 先 生 就 一 语 双关 地 批评 这 种 现象 为 
“得 意 忘 形 ”, 历 史 的 发 展 证 明 他 是 有 远见 的 . 今天 ,数学 科学 发 展 的 大 趋势 是 
走向 综合 ,几何 学 的 观点 .方法 .语言 正在 大 规模 地 向 其 他 数学 分 支 渗透 . 而 在 
高 新 技术 发 展 的 过 程 中 ,几何 学 的 原理 又 得 到 了 空前 的 应 用 . 无论 是 在 计算 机 
图 形 学 、CT 扫描 或 核磁 共振 成 像 、 视 觉 信息 处 理 ,还 是 在 机 器 人 、 虚 拟 现实 、 
数字 仿真 技术 ,都 广泛 采用 了 传统 的 和 现代 的 几何 学 理论 . 当前 ,在 面向 21 世 
纪 的 教学 改革 中 , 既 要 拓宽 基础 ,又 要 削减 课时 ,课程 设置 面临 很 大 的 压力 .我 
们 应 该 记 取 过 去 走 过 这 段 弯路 的 教训 , 千 万 不 要 忘记 几何 素养 是 数学 素养 的 
非常 重要 的 方面 . 

微分 流 形 是 描述 无 数 自然 现象 的 一 种 空间 形式 ,是 20 世纪 数学 的 有 代表 
性 的 基本 观念 . 就 像 欧 氏 空间 与 古典 分 析 的 关系 一 样 ,微分 流 形 为 当代 非 线 性 
分 析 的 莲 勃 发 展 提供 了 有 舞台 和 语言 , 它 本 身 就 集 几何 代数、 分 析 于 一 体 . 从 
80 年 代 以 来 ,不 少 学 校 在 不 同学 科 不 同 层次 的 专门 课程 中 都 要 讲 一 点 微分 流 
形 , 从 而 产生 了 单独 设 课 的 要 求 . 陈 维 桓 教授 的 《微分 流 形 初步 ) 就 是 为 这 样 的 
需要 而 写 的 教材 ,经 过 多 年 教学 实践 的 锤炼 已 经 比较 成 熟 . 入 门 的 书 比 专门 的 
书 难 写 . 这 本 书 不 是 单 为 研究 几何 学 的 人 ,而 是 为 一 般 的 学 数学 的 本 科 生 和 研 
究 生 写 的 ,所 以 它 的 出 版 对 加 强 几 何 的 教学 会 起 很 好 的 作用 . 希望 同学 们 一 定 
要 在 老师 的 帮助 下 ,在 学 习 抽 象 概念 的 同时 掌握 具体 的 例子 ,从 简练 的 公式 背 
后 看 出 丰富 的 图 形 ,逻辑 的 理解 与 形象 的 认识 并 重 . 能 够 举一反三 , 才 算 真正 
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在 数学 的 发 展 过 程 中 ,综合 与 分 析 的 方法 始终 是 一 对 矛盾 的 两 个 方面 . 当 
前 ,在 数学 的 各 个 分 支 学 科 已 经 分 得 很 细 的 状况 下 ,数学 发 展 的 势头 看 来 是 戎 
看 在 更 高 层次 的 综合 方向 发 展 . 最 有 希望 的 是 交叉 学 科 .边缘 学 科 , 在 这 里 , 几 
何 学 起 着 基本 的 作用 . 数学 界 普遍 认为 在 数学 系 本 科 的 教学 计划 中 应 充实 和 
加 强 几何 学 内 容 . 几何 学 不 仅 广 泛 地 用 于 复 分 析 、 非 线性 分 析 、 偏 微分 方程 . 托 
扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 概 率 论 、 随 机 过 程 、. 数 学 物理 和 力学 等 分 支 学 科 , 反 过 来 这 
些 分 支 学 科 也 大 大 地 促进 了 几何 学 本 身 的 发 展 . 黎 曼 几何 自 1854 年 问世 以 
来 ,已 经 历 了 差不多 150 年 , 它 在 广义 相对 论 中 有 成 功 的 应 用 . 特别 是 20 世纪 
30 年 代 以 后 ,大 范围 微分 几何 登 上 了 舞台 ,其 里 程 碑 就 是 陈省身 关于 黎 曼 流 
形 上 Gauss-Bonnet 定理 的 内 在 证 明 . 自 此 以 后 ;微分 流 形 、 纤 维 从 理论 成 为 数 
学 工作 者 应 该 具备 的 知识 . 陈省身 教授 1953 年 在 芝加哥 大 学 开设 的 课程 和 讲 
义 《微分 流 形 》( 见 参考 文献 [22]) 在 相当 长 时 间 内 成 为 学 习 微分 几何 的 蓝本 ， 
好 几 代 几何 学 家 就 是 在 陈省身 教授 的 课程 和 讲义 的 影响 下 成 长 起 来 的 . 他 在 
1978 年 在 北京 大 学 开设 的 “微分 几何 ” 课 以 及 随后 出 版 的 (微分 几何 讲义 》( 见 
参考 文献 [2]) 在 我 国 培养 新 一 代数 学 工作 者 的 过 程 中 起 着 同样 重要 的 作用 . 

北京 大 学 数学 科学 学 院 有 很 多 专门 方向 都 以 微分 流 形 的 知识 为 基础 , 因 
此 很 多 专门 方向 的 课程 在 开头 部 分 都 要 单独 讲 一 段 “微分 流 形 ”. 1990 年 北京 
大 学 数学 系 在 修订 教学 计划 时 把 “微分 流 形 ” 列 为 数学 系 各 个 专业 本 科 生 的 选 
修 课 ,目的 是 把 这 部 分 内 容 作为 各 个 专门 方向 的 公共 基础 ,一 方面 避免 了 不 必 
要 的 重复 ,使 得 各 个 专门 方向 的 课程 可 以 提高 它们 的 起 点 , 另 一 方面 把 这 部 分 
内 容 从 研究 生 课程 下 放 到 本 科 , 普 及 了 微分 流 形 的 理论 ,加强 了 数学 系 本 科 的 
几何 学 教学 . 我 们 对 于 这 门 课 的 设想 是 介绍 微分 流 形 的 基本 概念 和 例子 ,使 学 
生 熟 悉 微分 流 形 上 光滑 切 向 量 场 . 外 微分 式 的 性 质 和 运算 ,并 初步 了 解 微分 纤 
维 丛 等 概念 . 用 一 句 不 很 贴切 的 话 来 说 ,这 是 关于 微分 流 形 上 的 微 积分 的 一 门 
谍 ,是 数学 分 析 、 高 等 代数 、 解 析 几 何等 基础 课程 的 必要 的 延伸 和 补充 ,是 联系 
经 典 数 学 和 当代 数学 文献 的 桥梁 . 学 习 的 重点 是 如 何 处 理 在 微分 流 形 上 大 范 
围 定义 的 对 象 . 

经 过 多 年 的 实践 ,我 们 党 得 把 陈省身 、. 陈 维 桓 著 的 《微分 几何 讲义 》( 即 
[2]) 一 书 中 的 一 二 三、 六 等 章 作为 本 课程 的 教学 内 容 是 适当 的 . 目前 这 本 教 
材 就 是 以 此 为 基础 结合 多 年 的 教学 实践 写成 的 . 考虑 到 这 门 课 是 数学 系 本 科 
高 年 级 学 生 的 选修 课 ,也 是 研究 生 一 年 级 的 必修 课 ,我 们 尽 可 能 把 概念 表述 得 
比较 具体 ,比较 直观 ,更 多 地 与 欧 氏 空间 中 已 经 熟悉 的 概念 联系 起 来 . 例如 ,在 
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本 书 我 们 把 光滑 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 定义 为 在 光滑 流 形 上 每 一 点 都 指定 了 
一 个 切 向 量 ,并 且 当 它 在 局 部 上 用 自然 标 架 线性 表示 时 ,其 分 量 是 局 部 坐标 的 
光滑 函数 . 这 样 的 概念 与 我 们 平常 对 于 光滑 切 向 量 场 的 了 解 是 一 致 的 . 然后 ， 
在 此 基础 上 把 光滑 切 向 量 场 看 成 作用 在 光滑 函数 上 而 获得 光滑 函数 的 映射 . 
后 者 是 现在 所 流行 的 关于 光滑 切 向 量 场 的 不 用 坐标 的 定义 . 当然 ,后 一 种 说 法 
有 很 多 应 用 ;但 是 ,前 一 种 讲法 更 加 直观 ,更 贴近 我 们 已 有 的 知识 .我 们 的 目标 
之 一 是 建立 这 两 者 之 间 的 联系 . 在 当前 的 文献 中 ,无 坐标 的 处 理 似乎 成 为 一 种 
时 尚 . 但 是 我 们 认为 ,至 少 是 在 基础 课 上 ,采用 局 部 坐标 的 讲法 有 助 于 学 生理 
解 抽 象 概念 的 实质 ,也 有 利于 提高 学 生 的 计算 能 力 . 我 们 在 本 书 采 用 两 者 相 结 
合 的 办 法 ,重点 是 强调 局 部 坐标 的 功用 . 
本 书 有 两 种 用 途 : 一 是 作为 “微分 流 形 ” 课 的 教材 ,而 在 该 课程 基础 上 再 开 
设 “ 黎 曼 几 何 引 论 ” 课 ;二 是 作为 “ 黎 曼 几 何 ” 课 的 教材 ,这 比较 适用 于 对 黎 曼 流 
形 只 需要 有 一 般 性 了 解 的 各 个 专门 研究 方向 的 学 生 .“ 微 分 流 形 ” 课 作为 周 学 
时 为 3( 或 4) 的 一 学 期 课程 ,要 讲 完 本 书 的 全 部 内 容 显得 有 些 困 难 ;况且 我 们 
在 有 些 章节 的 最 后 时 常会 提 到 一 些 有 关 的 重要 概念 和 结论 ,没有 作 详 细 的 解 
说 ,目的 是 帮助 读者 了 解 这 个 课程 的 应 用 及 后 续 发 展 , 供 读者 自学 . 因此 ,我 们 
建议 “微分 流 形 ” 课 的 内 容 由 以 下 章节 的 主要 部 分 组 成 : 
第 一 章 ， 
第 二 章 $1 一 $4,36， 
第 三 章 1 一 $4， 
第 四 章 § 1 一 $3,35， 
第 六 章 31,32,35. 
其 余部 分 可 以 作为 自学 和 参考 的 材料 .“ 歼 曼 几 何 ” 课 的 内 容 可 以 由 下 列 章节 
组 成 : 
第 一 章 ， 
第 二 章 8 1 一 $4,36， 
第 三 章 1 一 35， 
第 四 章 1 一 8 3,35,， 
第 五 章 . 
陈省身 教授 在 “微分 几何 的 过 去 与 未 来 ”一 文 ( 见 L2j) 中 指出 : 
“要 研究 整个 流 形 , 流 形 论 的 基础 便 成 为 必要 . 流 形 内 的 坐标 是 局 部 的 ,本 
身 没有 意义 ; 流 形 研究 的 主要 目的 是 经 过 坐标 卡 变换 而 保持 不 变 的 性 质 ( 如 切 
矢量 ,微分 式 等 ). 这 是 与 一 般 数 学 不 同 的 地 方 . 这 些 观念 经 过 几 十 年 的 演变 ， 
渐 成 定型 . 将 来 数学 研究 的 对 象 , 必 然 是 流 形 ; 传 统 的 实数 或 复数 空间 只 是 局 
部 的 情形 (虽然 在 许多 情形 下 它 会 是 最 重要 的 情形 ).” 
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本 书 在 实质 上 是 [2] 的 一 、 二 .三 .六 章 的 扩充 . 我 们 力图 使 本 书 能 够 比较 
好 地 贯彻 陈省身 教授 的 上 述 观点 . 我 们 期 望 本 书 符合 数学 课程 内 容 改 革 的 方 
回 , 对 数学 系 学 生 有 用 ,同时 也 对 想 初 步 了 解 微分 流 形 的 非 数 学 系 学 生 有 用 ; 
不 仅 可 以 供 数学 系 本 科 高 年 级 学 生 使 用 ,更 应 该 是 数学 研究 生 的 必 读 教材 . 

本 书 的 写作 是 在 首届 国家 教委 数学 与 力学 教学 指导 委员 会 几何 、 拓 扑 教 
材 编 审 组 的 推动 下 完成 的 . 全 书 的 纲要 及 第 一 章 一 一 第 四 章 的 初稿 曾 分 别 经 
过 几何 、 拓 扑 教 材 组 的 讨论 .作者 在 此 对 几何 .拓扑 组 组 长 胡 和 生 院士 及 全 体 
成 员 表示 衷心 的 感谢 . 在 本 课程 的 设计 和 形成 的 过 程 中 得 到 姜 伯 驹 院士 和 北 
各 大 学 数学 科学 学 院 钱 敏 教授 , 郭 要 正教 授 , 张 筑 生 教 授 的 关心 .支持 和 建议 ; 
万 外 , 文 兰 教授 , 刘 张 矩 教授 也 分 别 讲 过 该 课程 ,提供 了 不 少 宝贵 的 意见 和 经 
验 , 作 者 对 他 们 表示 深切 的 感谢 . 莫 小 欢 博士 也 仔细 地 阅读 过 本 书 第 一 章 一 一 
第 四 章 的 初稿 ,并 且 提出 了 一 些 改进 意见 ,作者 在 此 表示 感谢 . 在 本 书 交 稿 之 
后 ,复旦 大 学 数学 系 潘 养廉 教授 对 全 稿 作 了 仔细 审阅 ;责任 编辑 胡 乃 炯 对 全 书 
的 编辑 付出 了 辛勤 的 劳动 ,作者 对 他 们 表示 感谢 . 最 后 ,在 本 书写 作 和 修订 过 
程 中 作者 一 直 得 到 国家 自然 科学 基金 会 的 支持 (项 目 号 19571005 和 
19871001) ,在 印 成 内 部 讲义 时 得 到 北京 大 学 教材 建设 委员 会 的 支持 ,使 得 本 
书 的 写作 和 内 部 讲义 的 印刷 能 顺利 地 进行 ,在 此 对 他 们 一 并 表示 感谢 . 

本 书 第 一 版 在 1998 年 问世 后 ,受到 数学 界 和 教育 界 的 广泛 重视 . 现在 ,本 
书 由 教育 部 推荐 为 全 国 研 究 生 数学 教材 ,作为 第 二 版 重新 出 版 .尽管 本 书 的 内 
容 在 北京 大 学 数学 系 讲 过 多 次 ,而 且 已 经 过 认真 的 订正 和 修改 ,但 是 限于 作者 
的 水 平 ,本 书 中 需要 改进 之 处 .不 妥当 之 处 .甚至 于 错误 都 可 能 是 存在 的 . 作者 
诚 屋 地 希望 读者 能 不 音 指 正 . 
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第 一 章 预备 知识 


粗略 地 说 ,几何 学 的 发 展 史 就 是 空间 观念 的 发 展 史 . 例如 , 非 欧 几 何 的 产 
生 说 明 欧 几 里 得 的 平行 公设 不 是 空间 本 身 所 固有 的 特性 ,而 是 加 在 空间 上 的 
先 验 性 假定 . 这 样 , 空 间 的 观念 有 了 革命 性 的 突破 . 如 果 用 一 种 新 的 平行 公设 
代替 欧 几 里 得 的 平行 公设 ,我 们 便 有 一 个 新 的 空间 ,产生 一 种 新 的 几何 学 . 再 
如 , 笛 卡 儿 坐 标的 引进 ,使 得 代数 方法 进入 了 几何 学 ,为 几何 学 的 分 析 研 究 铺 
平 了 道路 . 

“空间 ”的 重要 性 在 于 它 是 数学 演出 的 舞台 ; 随 着 一 种 新 空间 观念 的 出 现 
和 成 熟 ,新 的 数学 就 会 在 这 个 空间 中 展开 和 发 展 .“ 微 分 流 形 ” 的 概念 首先 是 
黎 曼 提出 来 的 ,他 把 ”个 变量 看 作 维 空 间 中 动 点 的 坐标 . 此 时 ,坐标 本 身 不 
再 具有 特别 的 几何 含义 ,人 们 关心 的 是 那些 能 够 用 坐标 表达 、 然 而 与 坐标 系 的 
选择 无 关 的 量 . 因而 我 们 可 以 考虑 这 样 的 空间 , 它 没有 适用 于 整个 空间 的 坐标 
系 ,而 在 每 一 点 的 邻 域内 存在 局 部 适用 的 坐标 系 ,但 是 我 们 仍然 能 够 研究 在 空 
间 中 大 范围 定义 的 量 , 即 与 局 部 坐标 系 选择 无 关 的 量 . 微分 流 形 概念 的 产生 和 
精确 化 是 当代 数学 的 一 大 成 就 ,“ 微 分流 形 ” 是 大 范围 分 析 和 整体 微分 几何 演 
出 的 舞台 ,同时 微分 流 形 的 拓扑 是 重要 的 研究 课题 . 

n 维 欧 氏 空间 是 维 微分 流 形 最 简单 的 例子 和 模型 . 微分 流 形 的 概念 和 构 
造 是 从 欧 氏 空间 的 概念 和 有 关 构 造 脱 胎 而 来 的 . 此 外 ,根据 Whitney 的 定理 ， 
任意 一 个 维 微分 流 形 都 可 以 看 作 维 数 充 分 高 (例如 ,2n 十 1 维 ) 的 欧 氏 空间 
的 子 流 形 . 因此 ,了 解 n 维 欧 氏 空 间 是 十 分 必要 的 . 我 们 首先 要 介绍 维 欧 氏 
空间 及 有 关 的 概念 . 

在 解析 几何 课 中 ,我 们 已 经 熟悉 了 我 们 所 处 的 现实 空间 ,并 且 在 其 中 建立 
了 笛 卡 儿 坐 标 系 . 然而 维 欧 氏 空间 不 能 用 直观 的 方式 去 建立 ,我 们 通过 公理 
化 的 方式 将 它 建立 在 维 向 量 空间 及 维 欧 氏 向 量 空间 的 基础 上 . 在 本 音 ,我 
们 侧重 于 从 几何 上 去 了 解 n 维 欧 氏 空间 ,其 次 ,我 们 要 在 欧 氏 空间 中 建立 曲 纹 
坐标 的 概念 ,并 且 把 向 量 和 方向 导数 等 同 起 来 . 这 一 切 都 是 为 微分 流 形 一 般 概 
念 的 建立 作 必要 的 准备 . 另外 ,在 线性 代数 中 我 们 已 经 学 习 过 张 量 及 外 代数 的 
理论 ,但 是 在 那里 更 多 的 注意 力 放 在 它们 的 代数 结构 上 . 在 本 章 , 我 们 要 复习 
张 量 和 外 代数 理论 ,并 且 强 调 它们 的 几何 应 用 . 张 量 代数 及 外 代数 是 研究 高 维 

空间 的 几何 的 有 力 的 代数 工具 . 


Y 1 维 欧 氏 空 间 
17 世纪 中 叶 , 笛 卡 儿 ( 和 费 马 ) 引进 了 空间 直角 坐标 系 ,建立 了 空间 中 的 
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点 与 有 序 实 数组 之 间 的 对 应 ,这 应 该 说 是 近代 数学 的 起 点 . 笛 卡 儿 所 建立 的 空 
间 直 角 坐 标 系 如 下 :在 空间 中 取 定 一 点 O, 并 且 取 经 过 该 点 的 三 条 互相 垂直 的 
有 向 直线 OX,OY ,OZ ,在 每 条 直线 上 取 定 单位 长 度 . 点 O 称 为 坐标 原点 ,OX， 
OY , OZ 称 为 坐标 轴 , 它 们 两 两 张 成 的 平面 叫做 坐标 平面 . 根据 欧 氏 几何 的 公 
理 ,经 过 空间 中 任意 一 点 已 ,可 以 作 唯一 的 一 个 平面 与 OXY 平面 平行 , 它 与 
OZ 轴 的 交点 记 为 P., 同 理 , 经 过 点 PP 有 唯一 的 平面 与 OY2Z 平面 平行 ,有 唯一 
的 平面 与 OXZ 平面 平行 ,它们 与 OX 轴 ,OY 轴 的 交点 分 别 记 为 已 -,P,. 把 点 
P,,P,,P, 在 它们 所 在 的 数 轴 上 对 应 的 实数 分 别 记 为 z+,y,z, 于 是 点 P 卫 唯一 地 
决定 了 一 组 有 序 的 实数 Cz,y,z) , 称 为 点 己 在 上 述 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 的 坐 
标 . 反 过 来 ,在 已 知 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 有 序数 组 (z,y,z) 在 空间 中 唯一 地 
确定 了 一 点 P 以 该 数组 作为 它 的 坐标 . 要 指出 的 是 ,在 建立 坐标 系 时 已 经 先 验 
地 假定 我 们 所 处 的 空间 是 欧 氏 空间 , 即 殉 几 里 得 的 平行 公设 是 成 立 的 . 

若 在 欧 氏 空间 中 任意 给 定 两 个 不 同 点 P,,P,, 则 有 唯一 的 一 条 直线 段 把 
它们 连结 起 来 . 我 们 把 连结 P,,P, 的 有 向 直线 段 称 为 以 已 为 起 点 、 以 P; 为 终 
点 的 向 量 , 记 作 Pi 志 . 向 量 P1P; 在 空间 中 可 以 平行 移动 到 任意 一 点 Qi ,得 到 长 
度 和 方向 都 与 Pi 亏 一 致 的 向 量 Qi@;, 记 为 Qi1Q; = PiPi. 实际 上 ,根据 欧 几 里 
得 平行 公设 ,经 过 点 Q; 有 唯一 的 一 条 直线 平行 于 P1P; 所 在 的 直线 ,然后 在 该 
直线 上 可 取 点 Q, ,使 得 P,P,Q:Q, 成 为 平行 四 边 形 . 因此 ,PiP; 作为 自由 向 量 
( 即 起 点 可 以 是 空间 中 任意 一 点 的 向 量 ) 也 唯一 地 对 应 于 一 组 有 序 实数 , 称 为 
向 量 BiB 的 坐标 ,它们 是 终点 Pi(zi,y,z2) 和 起 点 Pi(zi1,y1,z1) 的 坐标 之 
差 : 

PP, = (Xx, 一 Ziyy 一 Zs — 1). 
两 个 向 量 相等 的 条 件 就 是 它们 的 坐标 相等 . 

要 强调 指出 的 是 ,坐标 系 是 附加 在 空间 上 以 便 用 代数 手段 表示 和 研究 几 
何 对 象 的 一 种 构造 ,几何 对 象 的 性 质 应 该 与 所 选取 的 坐标 系 是 无 关 的 . 例如 ， 
在 解析 几何 学 中 二 次 曲线 和 二 次 曲面 的 形状 和 分 类 ,就 是 用 与 坐标 变换 无 关 
的 不 变量 来 刻画 的 . 

高 于 3 维 的 欧 氏 空间 没有 这 种 直观 的 描述 ,它们 的 概念 的 建立 借助 于 向 
量 空间 和 适当 的 公理 系统 . 

所 谓 数 域 上 的 向 量 空 间 是 指 一 个 交换 群 V ,其 元 素 称 为 向 量 , 群 的 运算 
记 为 加 法 ,并 且 定 义 了 数 4E 下 与 向 量 wE Y 的 乘法 加 ,满足 以 下 条 件 : 

(1)C@M 二 + AW)v= 二 hv 十 pv; 

(2) (M1)v = A(pv); 

(3)ACzi 十 vv,) 一 4ol 十 Av,; 
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(4)1v = 了， 
其 中 hu EF,v,vi,v, EV. 

如 有 果 在 了 中 存在 ”个 元 素 9，…,6., 使 得 了 中 任意 一 个 元 素 " 都 能 够 表示 
成 9,… ,0, 的 线性 组 合 


v 一 0 十 … 十 6, 一 216,, XEF, (1. 1) 


并 且 这 样 的 表达 式 是 唯一 的 , 则 称 {6;) 为 空 s 间 V 的 一 个 基底 (或 基 ). 基底 (0,} 
中 元 素 的 个 数 与 基底 的 选择 无 关 , 称 为 域 下 上 的 向 量 空间 V 的 维 数 . 

今后 我 们 着 重 讨论 的 是 实 向 量 空间 , 即 F = R. 因此 , 当 我 们 不 特别 指明 
所 讨论 的 数 域 时 都 是 指 实数 域 . 

“ 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,{6;}) 是 它 的 一 个 基底 , 则 由 (1. 1) 式 , 每 一 个 向 量 v 
EV 唯一 地 对 应 着 一 组 有 序 的 实数 (At,…,), 称 为 向 量 v 在 基底 {6;} 下 的 坐 
了 如 果 男 有 一 个 问 量 多 以 Ce,… ,p12) 为 坐标 , 则 向 量 v 十 w 的 坐标 是 (XW 十 

十 1), 且 rvlr € R) 的 坐标 是 (GY 术 ,…,rW). 很 明显 ,如 果 将 全 体 n 元 
政 组 的 集 全 记 作 R", 并 在 R" 中 规定 如 下 的 加 法 和 数 乘 法 : 
(Me 十 (CA = 二 pp ))， 
1) 7 

则 R" 便 成 为 一 个 nn 维 向 量 空 间 . 由 此 可 见 ,” 维 向 量 空间 了 在 取 定 基底 (6;} 之 
后 ,等 同 于 向 量 空间 R”. 

假定 VV 是 n 维 向 量 空间 .车 在 V 上 给 定 一 个 对 称 的 .正定 的 双 线 性 函数 
(，):V XV 一 R, 即 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) 《vi 二 vipv) 一 《om 十 (oo 

(2) Av1 ,v2) = Alv] yy ) ; 

(3) (v1,V02) = (vs ,V1); 

(4)《v,v) 之 0 且 等 号 只 在 v= 二 0 时 成 立 ， 
其 中 4E RR,vi,vs,v EV, 则 称 (V,( ，)) 为 n 维 欧 氏 向 量 空间 .满足 上 述 条 件 
的 双 线 性 函数 ( ，) 称 为 欧 氏 内 积 ,通常 记 成 


vi * Vs, = (v1 yy )， (1. 2) 
设 (V,( ,)) 为 n 维 欧 氏 向 量 空间 , 则 在 V 上 能 够 取 基 底 {6;) ,使 得 
1， 1 一 ]， 
(0i,0,) 二 0;; 一 | | (1. 3) 
0， 2 天 17. 


这 样 的 基底 称 为 V 中 的 单位 正 交 基底 . 若 在 Y 中 取 定 一 个 单位 正 交 基底 {6;)， 
则 向 量 v 和 w 的 内 积 成 为 | 


(Vw) = YN, (1. 4) 
1 一 1 


.1 第 - 章 预备 知识 
其 中 
v= 12，mw= D6. (1.5) 
若 在 V 中 有 另 一 单位 正 交 基底 {ei), 且 设 。 
。 一 2 ci (1.6) 


则 基底 变换 的 过 渡 和 矩阵 (a;) 是 正 交 和 矩阵. 实际 上 ,根据 单位 正 交 基底 的 条 件 
(1. 3) ,我 们 有 


> atat = 6,,. (1.7) 
k=1 


对 照 (1.5) 式 和 (1.7) 式 ,它们 都 是 和 式 .但 是 在 (1.5) 式 中 , 求 和 指标 i 出现 两 
次 ,一 次 作为 上 指标 ,一 次 作为 下 指标 ;在 (1.7) 式 中 , 求 和 指标 & 也 出 现 两 次 ， 
但 是 都 是 作为 上 指标 出 现 的 . 为 简便 起 见 , 对 于 (1.5) 式 给 出 的 和 式 , 去 掉 和 
号 不 写 , 记 成 
v= A0, w= 06,, 
其 意义 仍然 是 关于 指标 i 的 和 式 ,i 的 取 值 范围 是 从 1 到 x. 这 种 规定 称 为 
Einstein 和 式 约定 , 它 为 多 重 和 号 的 表达 式 提 供 了 简便 的 记 法 .例如 ,(1.6) 式 
可 记 成 ej = aj6;. 但 是 , (1.7) 式 不 宜 用 Einstein 和 式 约 定 . 在 本 章 3 4 之 后 ,我 
们 将 广泛 使 用 这 种 约定 .有 时 为 了 强调 起 见 ,我 们 也 把 和 号 写 出 来 . 
在 ?元 数组 的 集合 R" 中 ,规定 内 积 如 下 : 


设 
UL 一 (A ,A ), 
1 一 (pe ,0), 
今 
(zu mu》 一 XU .mL 一 Dj Xp, (1. 47) 
i 一 1 


其 中 vw? 是 指 v 作为 矩阵 的 转 置 , 则 R" 便 成 为 一 个 维 欧 氏 向 量 空 间 . 如 前 所 
述 ,在 任意 一 个 n 维 欧 氏 向 量 空 间 (V,( ,，)) 中 取 定 一 个 单位 正 交 基 底 {6,} , 则 
(V,《 ，)) 和 有 标准 内 积 (1.4) 的 R" 是 等 同 的 . 以 后 我 们 在 说 到 R” 是 ” 维 欧 
氏 向 量 空 间 时 ,就 是 指 它 具 有 标准 内 积 (1.4)'. 下 面 我 们 叙述 仿 射 空间 和 欧 氏 
空间 的 概念 . 

定义 1.1 设 V 是 维 向 量 空间 ,4 是 一 个 非 空 集合 ,4 中 的 元 素 称 为 点 . 
如 果 存 在 一 个 映射 ”: 4 Xx 4 一 V, 它 把 4 中 任意 一 对 有 序 的 点 P,Q@ 映 为 V 
中 一 个 向 量 B8 EV, 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) EP =0o,vPEeA; 
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(2)YV P € A,V v EV ,存在 唯一 的 一 点 QE€ 4, 使 得 E6 = v; 

(3)Y P,Q,S € 4, 成 立 恒等式 PQ + QS = 3， 
则 称 4 是 n 维 仿 射 空间 , 且 称 V 是 与 仿 射 空间 4 伴随 的 向 量 空间 . 

在 直观 上 ,向 量 BS 就 是 空间 4 中 从 点 指向 点 Q 的 有 向 线段 . 

右 在 允 维 仿 射 空间 4 中 取 定 一 点 O, 则 从 定义 1.1 可 知 ,空间 4 中 的 点 与 
伴随 向 量 空间 Y 中 的 向 量 是 一 一 对 应 的 : 

PE AcOPeEerv. 

此 时 ,我 们 称 O 为 空间 4 的 原点 ,向 量 O 称 为 点 P 的 向 径 .这些 向 径 都 是 有 固 
定 起 点 O 的 向 量 . 

定义 1.1 的 条 件 (2) 还 表明 ,每 一 个 向 量 v EV 给 出 空间 4 到 自身 的 一 个 
变换 , 它 把 任意 一 点 已 E 4 映 为 点 QE€ 4, 使 得 BQ = wv. 该 变换 称 为 向 量 v 在 

空间 4 中 决定 的 平行 移动 ,或 空间 4 沿 向 量 v 的 平行 移动 . 
给 定点 已 E 4 及 非 零 向 量 v E 了 ,点 集 
(QEA: FF = 和 jnVAER 

称 为 空间 4 中 经 过 点 书 、 以 z 为 方向 的 直线 .方向 向 量 披 此 线性 相关 的 两 条 直 
线 称 为 互相 平行 的 . 这 样 ,条件 (2) 还 表明 ;经 过 直线 工 外 任意 一 点 P, 可 以 作 、 
旦 只 能 作 一 条 直线 与 区 平行 .这 正好 是 3 维 欧 氏 空间 中 的 平行 公设 ,是 建立 
笛 卡 儿 坐 标 系 的 基础 . 

定义 1.2 ty 间 ,V 是 伴随 的 向 量 空间 . 任 取 4 中 一 点 己 
及 V 中 一 个 基底 {v;) , 则 称 图 形 {P ;vw， ee s 间 4 中 的 一 个 标 架 . 

在 仿 射 空间 4 中 取 定 一 个 标 架 {0;6;} 就 相当 于 在 4 中 建立 了 一 个 ( 仿 
射 ) 坐标 系 .此 时 ,点 PE 4 与 n 元 实生 建立 了 一 一 对 应 关系 : 


P =» OPB= ON o> CQ, N). 
i=1 


实数 组 (A ,…,X) 称 为 点 了 在 标 架 {O;6;) 下 的 坐标 ,或 点 PP 关于 标 架 {O;6;)} 
的 坐标 . 

定义 1.3 设 (V,( ,)) 是 n 维 欧 氏 向 量 空间 , 则 以 V 为 伴随 向 量 空间 的 
仿 射 空间 称 为 n 维 欧 氏 空间 , 记 为 EB". 欧 氏 空间 2” 中 任意 两 点 P,Q 之 间 的 距 
离 定 义 为 


d(P,Q) = V BPO . PO. (1. 8) 
很 明显 ,E" 关于 上 面 所 定义 的 距离 函数 a 成 为 度量 空间 (参看 [13]). 
大 (0;} 是 向 量 空间 Y 中 的 单位 正 交 基 底 , 则 {O;6;) 称 为 Pr 中 的 一 个 单位 
正 交 标 架 , 相 应 的 坐标 系 就 称 为 五" 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 . 若 在 E" 中 取 定 一 
个 单位 正 交 标 架 {0O;6;) , 设 点 了 的 坐标 为 (让 ,… ,说 ) ,点 Q 的 坐标 为 (jy2，…， 


A), 即 | 
OF = S60,, OQ = S16,, (1. 9) 
则 
PQ = > (pe — Xi)6,, (1. 10) 
上 全 


d(P,Q) = ,| >) CA 一 2)2， (1.11) 


在 这 里 ,我 们 强调 仿 射 空间 、 欧 氏 空 间 是 点 的 空间 ,而 问 量 空间 、 欧 氏 癌 
量 空间 是 向 量 的 空间 . 向 量 之 间 有 代数 运算 (如 加 法 ) ,而 点 与 点 之 间 没 有 代数 
运算 . 点 与 向 量 是 通过 定义 1.1 中 的 条 件 建立 起 联系 的 ,并 且 仿 射 空间 和 它 所 
伴随 的 向 量 空间 作为 集合 而 言 是 可 以 建立 一 一 对 应 的 . 

例 1 维 向 量 空间 V 可 以 看 作 一 个 维 仿 射 空间 4. 

令 4 = 二 VV. 对 于 任意 的 vj,v; E 4, 令 

Do = Vs — vi, 
其 中 右 端 是 wzi 作为 向 量 空间 的 元 素 之 差 . 显然 , 当 vs == vi 时 ， 
viv = 0. 

对 于 vi € A,v EV, 令 v, 二 vi 十 v, 则 viv; 二 v, 且 这 样 的 v; 是 唯一 确定 的 ;对 
于 zz 人 4, 则 


一 一 
ViV> 一 VD V2VU3 二 V3 Vs, 
所 以 
一 -一 一 和 > 


ViV3 一 Vs 一 vi = viv 十 vv,. 

因此 ,根据 定义 1.1,V 是 维 仿 射 空间 , 它 的 伴随 向 量 空间 是 V 本 喘 . 

引进 仿 射 空间 的 概念 是 为 了 使 向 量 空间 这 种 代数 结构 几何 化 . 同 理 , 欧 
氏 空 间 是 欧 氏 向 量 空间 的 几何 化 . 当然 ,所 有 这 些 概念 都 是 从 现实 的 3 维 欧 氏 
空间 抽象 出 来 的 代数 结构 和 几何 结构 . 

从 上 面 的 叙述 可 以 知道 ,n 元 数组 的 集合 R* 具有 多 重 身份 . 首先 , 它 是 一 
个 维 向 量 空间 ;其 次 ,R" 又 是 一 个 nn 维 欧 氏 向 量 空间 ,其 标准 内 积 是 (1. 4)"， 
即 规定 R" 的 基诺 

6; = 0010)， 1 二 1 奈 nn 

是 单位 正 交 基 . 

我 们 还 能 把 R" 看 作 点 的 集合 ,每 一 个 n 元 数组 (A ,… ,说 ) 是 R" 中 一 个 把. 
如 例 1 所 示 ,R" 是 一 个 维 仿 射 空间 ,此 时 一 对 有 序 的 点 卫 ,Q 所 对 应 的 向 量 
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2 恰好 是 点 和 点 了 的 分 量 之 差 所 构成 的 "元 数组 ， 因而 它 的 伴随 向 量 空间 
就 是 R" 自身 . 自然 , (2059;} 是 仿 射 空间 R" 的 一 个 标 架 ,其 中 O = (0,…,0). 当 
规定 {6 下 便 是 一 个 以 {0;6;} 为 单位 正 交 标 架 的 维 
欧 氏 空 : 间 ， 

按照 我 们 现在 的 说 法 , 设 r 是 一 个 维 欧 氏 空间 ,如 果 在 到 中 取 定 一 个 
单位 正 交 标 架 {0;6;} 之 后 ,也 就 是 在 Er 中 建立 了 一 个 直角 坐标 系 之 后 , 扩 便 
等 同 于 R". 但 是 ,在 中 没有 特定 的 坐标 系 ,突出 了 坐标 系 是 加 在 空间 上 的 结 
构 . 然而 ,R”" 有 一 个 特定 的 坐标 系 , 即 标 架 {0O;6;}. 当然 为 简便 起 见 , 常 常 把 n 
维 欧 氏 空 间 记 为 R", 其 中 距离 函数 由 (1. 11) 式 给 出 ,其 实 这 就 是 取 定 了 一 个 
单位 正 交 标 架 {0;6;} 的 二 维 欧 氏 空间 交 ". 

中 全 体 单位 正 交 标 架 的 集合 多 是 十 分 重要 的 几何 对 象 . 设 {0;6;) 是 在 
所 中 取 定 的 一 个 单位 正 交 标 架 , 那 么 多 中 任意 一 个 元 素 {P;e;} 都 可 以 唯一 地 
表示 成 : 


其 中 (ai) 是 正 交 和 矩阵 (参看 (1. 6) 式 ). 因此 集合 和 R" X O(n) 能 建立 一 一 
对 应 关系 ,其 中 O(n) 表示 实 半 阶 正 交 和 矩阵 的 集合 , 它 关 于 和 矩阵 的 乘法 构成 一 
个 群 . 

集合 的 重要 性 在 于 多 的 元 素 和 色 ” 到 自身 的 等 距 变 换 是 一 一 对 应 的 . 
事实 上 ,如果 : EF” ~ "是 等 距 变换 , 即 对 于 任意 两 点 P,Q E 三 有 

ad(o(P),o(Q)) = dP,Q), 

则 容易 证 明 :o 把 直线 变 为 直线 ,把 平行 直线 变 为 平行 直线 ,把 互相 垂直 的 直 
线 变 为 互相 垂直 的 直线 ,因而 它 把 单位 正 交 标 架 {O;6;) 变 为 另 一 个 单位 正 交 
标 架 {了 ;e;} , 即 o(O) = 二 了 ,ob6;) == ei. 我们 把 o 对 应 于 单位 正 交 标 架 {P;e;). 此 
时 ,不 难 写 出 等 距 变 换 o 的 坐标 表示 公式 . 假定 


一 D3 a'0.,, 
i=1 


(1.12) 


e; 一 Dad,, 
其 中 (ai) 是 正 交 和 矩阵. 设 Q@ 是 严 中 任意 一 点 , 它 关 于 标 架 {0;6,) 的 坐标 设 为 
,1 过 i 之 n. 令 Q' = ol(Q) 是 点 Q 在 等 距 变 换 下 的 象 点 .那么 Q' 点 关于 标 
架 {P;e;) 的 坐标 与 @Q 点 关于 标 架 (0;6;} 的 坐标 应 该 是 相同 的 ( 见 图 1, 这 里 设 
n 二 3). 因此 
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06' =0F + PE@ 


一 Saio, 十 Se, 
i=1 i=1 


一 2 (a' 十 2 Nas)6,, 
所 以 象 点 & = o(Q) 关于 标 染 (10;60;} 的 坐标 是 

太一 4 十 > ia (1. 13) 
反 过 来 , 若 在 Er 中 任意 给 定 一 个 标 架 {了 ;ei;) ,假定 它 由 (1. 12) 式 给 出 , 则 我 们 
可 以 定义 映射 6: 产 一 Fr 如下: 设 QE 外, 它 关 于 标 架 {0;60;) 的 坐标 是 4， 
1 二 i 声 n, 规定 象 点 Q = 二 o(Q) 关于 {了 ;ei} 的 坐标 也 是 和 4， 于 是 Q 关于 10O;0;) 
的 坐标 4 由 (1.13) 式 给 出 .很 明显 ,o 是 一 个 等 距 变 换 , 并 且 它 把 标 架 {0 ;6 
变 为 标 架 {P ;eij. 

另 一 方面 ,集合 多 给 出 了 空间 ”中 的 全 体 直 角 坐 标 系 . 设 单位 正 交 标 染 

{P;ei} 由 (1.12) 式 给 出 ,用 (个 ) 表示 点 Q 关于 标 架 {0;6;) 的 坐标 ,用 
(mA 表示 点 Q@ 关 于 新 标 架 {了 P;e;}) 的 坐标 ( 见 图 2, 设 二 3), 那 么 


00 = D0,= 0F + PO 


一 > (&: 十 2 a)6,, 
所 以 当 坐 标 系 从 {0;6;} 变 到 {P;ei) 时 ,点 Q@ 的 坐标 便 从 (XW ,…,) 变 到 (py， 
… ,JV) ,它们 之 间 的 关系 是 


很 明显 , 当 {P;e;} 代表 空间 Fr” 到 自身 的 等 距 变 换 o 时 ,点 @ 的 象 点 Q' 关 
于 (了 ;ei} 的 坐标 等 于 点 Q 关于 {0O;6;} 的 坐标 ( 术 ,…, 放 ). (1.13) 式 的 意义 是 
从 点 @ 关 于 140;6;}) 的 坐标 (WW ，,… ,入 ) 计算 出 QQ 在 上 述 等 距 变 换 o 下 的 象 点 Q 
关于 {0;6;) 的 坐标 (2,… ,1). 所 以 (1.13) 式 也 可 以 看 成 坐标 变换 公式 ,此 时 
(XA,… ,NX) 是 点 Q 关于 标 架 {了 P;e;) 的 坐标 ,而 Cx,…,yr) 是 它 关 于 原 标 架 
{0;6;) 的 坐标 . 因此 ,(1.13) 和 (1.14) 两 式 的 相似 性 是 毫 不 足 怪 的 . 
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设 包 是 n 维 欧 氏 空间 .在 "中 取 定 一 个 单位 正 交 标 架 {0;6;) ,于 是 邱 就 
等 同 于 元 数组 的 空间 R", 点 PE Er" 对 应 于 元 数组 ( 久 ,… ,入 ) ,使 得 


OF = > 210; 
i=1 
因此 函数 了: FE" 一 R 对 应 于 元 实 函 数 政 : R" -> R ,使 得 
FA, ,A) = fANO 十 … 十 各 0). (2. 1) 


反 过 来 ,任意 一 个 元 实 函 数 下 (*,…, 久 ) 都 可 以 借助 于 (2. 1) 式 看 作 空间 丈 
上 的 实 函数 . 注意 ,在 取 定 的 直角 坐标 系 {0;6;}) 下 , 函数 : "一 R 与 函数 
F: R" 一 RR 是 一 一 对 应 的 .在 另 一 个 直角 坐标 系 {Q;e;) 下 ,函数 也 将 对 应 于 另 
一 个 元 实 函 数 F'. 实际 上 ,车 设 


OW 一 ya， 
1 一 1 
Ci -一 Dao,, 
i=1 


(2. 2) 
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则 (1. 14) 式 给 出 了 点 了 的 坐标 * 与 坐标 yi 之 间 的 关系 式 


X=a'i+ > ai (2. 3) 
故 
f (P) 一 F(Al,..., A") 一 F' (pa, 1), 
于 是 函数 玉 和 ZX 的 关系 是 
下 (一 下 (十 > adpi sr ,a 十 Saye). (2. 4) 


因此 ,如 果 玉 是 尺 ,…, 久 的 + 次 连续 可 微 函数 , 则 ' 同样 是 记 ,… ,ye 的 7 次 连 
续 可 微 函 数 . 由 此 可 见 , 用 来 代表 函数 上: E" > R 的 元 实 函 数 下 GX，… ,让 ) 
的 连续 可 微 性 与 直角 坐标 系 的 选取 无 关 . 

定义 2.1 设 f 是 所 上 的 一 个 实 函 数 . 若 在 的 一 个 直角 坐标 系 {0O;6;) 
下 所 对 应 的 二 元 实 函 数 下 (0 ,) 在 一 点 ( 尺 ,…, 祝 ) 是 连续 的 , 则 称 f 在 相 
应 的 点 卫 是 连续 的 ;车 下 ( 丸 ,…, 放 ) 在 点 (小 ,… ,入 ) 有 任意 的 > 次 连续 的 偏 导 
数 , 则 称 f 在 相应 的 点 是 7 次 连续 可 微 的 . 特别 地 ,如 果 玉 (外,…,Y) 在 点 CX， 
… ,入 ) 某 个 邻 域内 有 任意 次 连续 的 偏 导数 , 则 称 f 在 点 P 是 光滑 的 . 在 E" 上 处 
处 是 7 次 连续 可 微 的 (光滑 的 ) 函数 称 为 玉 上 的 7 次 连续 可 微 (光滑 ) 函数 . 

“Er* 上 全 体 7 次 连续 可 微 函数 的 集合 记 为 C"(E”) ,全 体 光 滑 函数 的 集合 记 

为 C™ (EF"). 

车 U 是 Er" 中 的 一 个 开 子 集 , 则 同样 可 定义 U 上 的 光滑 函数 . 我 们 把 在 一 
点 PE EP 是 光滑 的 函数 的 集合 记 作 CF. 注意 ,在 一 点 已 处 是 光滑 的 函数 必定 
在 P 的 某 个 邻 域内 是 光滑 的 函数 . 

由 (2.4) 式 可 知 , 上 述 定义 是 合理 的 , 即 函 数 f 的 连续 可 微 性 与 直角 坐标 
系 {0;6;) 的 取 法 无 关 . 这 样 ,多 元 函数 的 微 积分 学 就 是 在 取 定 了 直角 坐标 系 
的 欧 氏 空间 上 的 函数 的 微 积 分 学 

同样 道理 ,映射 /: R 一 在 所 中 取 定 直角 坐标 系 {O;6;) 之 下 表示 成 
个 实 函 数 z1G),… ,zx"(z), 即 


Of T= yc)0， ViER. (2.5) 
1 一 1 


定义 2.2 设 1:R 一 所 是 从 R 到 的 一 个 映射 . 若 在 直角 坐标 系 10; 
6;) 下 ,f 所 对 应 的 坐标 函数 x'() (1 三 i 三 nn) 是 连续 的 , 则 称 了 是 连续 的 ;种 
X(t)(1 世 i 过) 是 7 次 连续 可 微 的 , 则 称 是 7 次 连续 可 微 的 . 特别 地 ,如 采 
Xx'(t)(1 三 i 过 nn) 是 任意 次 连续 可 微 的 , 则 称 映射 f 是 光滑 的 . 

通常 把 光滑 映射 /: (a,5) 一 2" 称 为 2 中 的 一 条 光滑 曲线 . 下面 我 们 讨 
论 光滑 曲线 的 切 向 量 的 概念 ,这 对 于 在 微分 流 形 上 建立 切 向 量 的 概念 有 直接 
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的 重要 意义 . 
设 / : (a,6b) 一 上 "是 一 条 光滑 曲线 ,t。€ (a,5). 对 充分 小 的 增 量 At ,dz ) 
和 f(to 十 At) 是 该 曲线 上 两 个 邻近 点 ,并 且 当 f(zo 十 At) 天 ds) 时 ,向 量 


FU) Ff FA) 一 > (zx’' (to 十 Ai) — zi (#0))6, 
征 一 个 非 零 向 量 , 它 所 决定 的 经 过 过 点 Fa 的 直线 是 曲线 上 经 过 两 点 f(t。o) 和 
f (to 十 At) 的 割 线 . 令 


Per =lim OF 于 An 一 OF 


At 
一 -卫生 EE 00)6, (2. 6) 


称 为 曲线 f 在 点 4 处 的 切 向 量 洛 线 的 切 向 量 的 直观 意义 是 消 直 的 当 f(to) 
关 0 时 ,经 过 点 Jo)、 以 万 (Go) 为 方向 向 量 的 直线 称 为 曲线 在 i 处 的 切线 , 它 
是 经 过 点 f(t,) 和 f(so 十 Az) 的 市 线 在 At -> 0 时 的 极限 (图 3). 


f (1 


f (totAt) 


曲线 / 在 点 加 处 的 切 向 量 . 户 (ze) 是 欧 氏 空间 抬 在 点 f(to) = 了 处 的 一 个 
癌 量 . 反 过 来 ,在 点 PE€ Er 处 的 任意 一 个 向 量 v EV 都 可 以 看 作 空 间 扑 中 经 
过 点 了 的 一 条 光滑 曲线 在 该 处 的 切 向 量 . 其 实 , 我 们 只 要 取经 过 点 P. 以 v 为 
方 回 向量 的 直线 jz) , 即 

OfG) = OP+1.v, 1€R, (2.7) 
则 1(0) = 王 己 , 且 户 (0) ==w. 由 此 可 见 经 过 点 P 的 所 有 光滑 曲线 在 点 P 的 切 向 
量 组 成 的 集合 恰好 与 伴随 向 量 空 间 V 是 一 致 的 ,不 过 现在 的 V 是 放 在 点 P 上 
的 . 我们 把 点 了 处 的 切 向 量 的 集合 称 为 欧 氏 空间 EF” 在 点 了 的 切 空间 ,也 就 是 
放 在 点 书 处 的 伴随 向 量 空间 了 . 

我 们 在 此 所 叙述 的 曲线 的 切 向 量 的 概念 ,或 者 是 欧 氏 空 5 间 冯 在 点 PP 的 向 
量 的 概念 都 直接 地 依赖 于 欧 氏 空间 所 本 身 的 线性 结构 ,因而 难以 推广 到 我 们 
将 要 研究 的 微分 流 形 上 去 . 所 以 ,我 们 需要 给 出 切 向 量 的 另 一 种 等 价 的 定义 ， 
已 不 涉及 空 s 间 的 线性 结构 ,从 而 在 将 来 有 可 能 把 它 推广 到 微分 流 形 的 情形 . 
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设 f: (a,b) 一 外 是 欧 氏 空间 所 中 一 条 光滑 曲线 ,P= 了 (to0) ,加 E (zy0)， 
任 取 g € CF, 则 g。f 是 定义 在 点 6 的 邻 域内 的 光滑 函数 . 根据 复合 函数 求 导 
法 则 ,我 们 有 


d(g° f) _d I 
dz t=t, dt Ge 人 0 
Og dx’ (to) 
一 2 一 二 一， (2. 8) 
2 a f(t0) dz 


其 中 ECZ ,7T") 是 8 在 给 定 的 直角 坐标 系 10;0i) 下 对 应 的 n 元 实 函 数 . 令 


yg(f()) = DE 


DE 6,， (2. 9) 


1 
f(t0) 


则 了 gCf (6)) 是 在 点 f(zo) 处 的 一 个 切 向 量 ,与 单位 正 交 标 架 {0;60;} 的 选取 无 
关 . 实际 上 , 若 设 在 另 一 个 单位 正 交 标 架 {Q@;e;} (由 (2. 2) 式 给 出 ) 下 ,g € CF 
所 对 应 的 元 实 函 数 为 人 (y!，…,y”), 则 由 (2.4) 式 , 我 们 有 

Fly yy) = glal 二 >》 alyi, a" 十 2 ,4%y), 


于 是 
BB_ ag, 
3w 2 are 
所 以 


~ -> 。 0 ， 
这 里 用 到 过 渡 和 矩阵 (ay?) 是 开交 失 降 的 条 件 . 我 们 称 YgCFGto)) 为 光滑 函数 g 
在 点 f(t。) 处 的 梯度 向 量 . 这 样 , (2. 8) 可 以 写成 
8D vg)) ,v0), (2. 10) 


其 中 一 > “6, 是 曲线 在/ 一 如 处 的 切 向 量 

得 汪 意 的 是 ，C2 10) 式 右 六 只 是 线 必 地 人 并 于 出 线 了 的 切 向 量 而 扣 
弃 了 曲线 /的 其 他 信息 . 表达 式 (Vg(f (0)),0) 称 为 函数 & € CF 在 点 P = 
fio) 处 沿 向 量 的 方向 导数 , 记 作 Dg. 于 是 ,在 点 了 处 的 任意 一 个 切 向 量 。 
决定 了 一 个 算 子 D,: CF 一 及 ,定义 为 
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Dg = (Vg(P),v), Vg€CY?, (2. 11) 
它 满 足下 列 求 导 运算 的 法 则 : 
(1) 若 g,h ECF,A4€ER, 则 
D,(g + Wh) = D,g + 4. D,h, 
(2) 车 g,h ECF, 则 
D,(g Am) = g(P)» D,h + h(P) . D,g. 
反 过 来 ,大 5c: CF 一 R 是 满足 上 述 条 件 (1),(2) 的 映射, 则 必 有 在 点 己 处 
的 切 向 量 v, 使 得 o = D,, 并 且 这 样 的 v 是 唯一 的 . 要 证 明 这 个 断言 需要 两 个 
引 理 : 
引 理 2.1 若是 满足 上 述 条 件 (1),(2) 的 映射 , 则 c 在 常 值 函数 上 的 作 
用 是 零 . 
证 明 首先 将 映射 c 作用 在 常 值 函数 1 上 ,由 (2) 得 到 
IC1) 一 0aG1 .1) 王 1.c() 十 1.c(1) = 20(1), 
玖 
o(1) 一 0. 
对 于 任意 的 常 值 范 数 4E R, 由 (1) 得 到 
5G4) 一 IaGC4。1) = 一 Mo(1) 一 0. 
引 理 2.2 在 ” 维 欧 氏 空间 扬中 取 定 直角 坐标 系 {0;6;}. 设 gE€C8, 目 
尽 卫 的 坐标 为 (局,… ,zx?), 则 g 可 以 表示 为 


SCZ ,eT) = glThy 十 Dz’ — rhi(rl ,er"), (2.12) 
其 中 h; € CF, 并 且 


9 
h(x ,TX) = zh, 9). (2. 13) 


证 明 设 g 的 定义 域 是 点 P 的 一 个 邻 域 U. 不 妨 设 U 是 以 P 为 中 心 . 以 
s 为 半径 的 球形 邻 域 B.CP). 任 取 (zx!,…,z") EU, 则 当 0 志 1 过 1 时 ,线段 


(Xd, 0 ) 十 上 。 (Xx! 一 0 9 一 0) 


落 在 U 内 , 故 
(Xe ,T"” ) 一 CC 0 ) 
-| Cg 十 tx Xo) , ,TO 十 i(x” C— 0) ) dt 
一 >》 (并 一 zi)| E(x 十 t(X 一 Zo))dzt. 
i=1 or 
令 


1 
用 (Z ,x") = | 和 (a 十 tT 7X0) ,Tt(x" — x))di, 


(2. 14) 
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则 有 (2. 12) 式 , 并 且 (2.13) 式 成 立 .很 明显 ,h; € CF. 
现在 可 以 证 明 前 面 的 断言 . 注意 到 坐标 函数 忌 是 点 己 的 一 个 邻 域内 的 光滑 天 
数 , 设 映射 c 作用 在 x* € CF 上 的 值 为 vi = o(z ,构造 在 点 了 的 切 问 量 


v 一 >v6, — = Do z (2. 15) 


任 取 g € C7 ,根据 引 理 2. 2， 引 理 2 1 以 及 映射 。 所 满足 的 条 件 (1)， (2) ,我 们 
有 


og8) = 2 ox — ro)hi(zy, 78) 


= > oz) (x, °° ,0 ) 


=(V g(r ,7T0) ,v0) 


这 样 的 切 向 量 v 是 唯一 的 . 实际 上 ,者 有 二 3 满足 条 件 o = Ds, 则 将 它 


们 作用 在 坐标 函数 x 上 ,得 到 
0CZ ) 一 Da 一 《又 冯 了) 


故 v 二 vv. 

由 此 可 见 , 在 点 了 处 的 每 一 个 切 向 量 v 等 同 于 满足 条 件 (1), (2) 的 映射 
D, : CY -> R. 要 紧 的 是 后 者 不 涉及 欧 氏 空间 的 线性 结构 ,有 可 能 作 超 越 欧 氏 
空间 的 推广 . 

欧 氏 空间 上 的 实 函 数 和 欧 氏 空间 中 的 曲线 是 欧 氏 空间 之 间 的 映射 的 两 个 
特殊 情形 . 一 般 地 ,我 们 可 以 考虑 从 m 维 欧 氏 空间 E” 到 维 欧 氏 空间 包 中 的 
映射 f: E” 一 EF”. 分 别 在 E”,E" 中 取 定 直角 坐标 系 {0;60;,1 二 i 全 m) 和 (PP; 
es1 声 a 声 n) ,它们 的 点 的 坐标 分 别 记 为 x' 和», 那么 映射 就 表示 为 m 个 变 
量 x1,… ,zx” 的 个 函数 

y= f(xl,,X”), 1an. (2. 16) 

定义 2.3” 设 有 映射 f: EF” 一 .如 果 在 空间 E”,E” 中 分 别 取 定 直角 坐 
标 系 后 ,表示 映射 的 nn 个 mm 元 实 函 数 是 7 次 连续 可 微 的 , 则 称 f 是 7 次 连续 
可 微 的 . 任意 次 连续 可 微 的 映射 卫 : E” 一 到 称 为 从 欧 氏 空间 五 "到 玖 的 光 光 
映射 . 
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映射 /的 连续 可 微 性 与 直角 坐标 系 的 选取 无 关 . 另外 ,如 果 U 是 Er 的 一 
个 开 子 集 , 则 同样 可 定义 映射 f:U -> EF" 的 7 次 连续 可 微 性 . 
光滑 映射 f : E” 一 "的 一 个 重要 的 不 变量 是 它 在 各 点 的 秩 . 设 AE€ EE”， 
对 应 的 坐标 是 (z3，,… ,zx?), 则 映射 f 在 点 4 的 秩 定义 为 表示 映射 的 nn 个 m 元 
光滑 函数 了 (zx! ，,…,x”) 的 Jacobi 矩阵 
af” 1 


az Ar” 


Jj 一 | : : (2. 17) 
of .3 矿 
az ar” 
在 点 (Z0… ,0 ) 的 秩 . 很 明显 ,上 述 Jacobi 和 矩阵 的 秩 在 E”,E" 的 直角 坐标 变换 


下 是 不 变 的 . 
实际 上 ,矩阵 了 有 明确 的 几何 意义 . 在 E”" 和 中 分 别 取 定 直角 坐标 系 
10;0;} 和 {了 ;es). 设 AE Ek",Q==f(4) € 外. 任 取 E” 在 点 4 的 一 个 向 量 v = 


v6i, 它 是 经 过 点 4 的 一 条 光滑 曲线 YG) 的 切 向 量 , 即 7Y(0) = 4,XY (0) = 


v ,那么 7() = f。7Y() 是 空间 中 经 过 点 Q 的 一 条 光滑 曲线 . 记 V = (0) 
为 曲线 在 点 Q@ 处 的 切 向 量 . 注意 到 曲线 了 (1) 的 参数 方程 是 
yt) = fx zt))， 


所 以 
~ dy’(0) 
v= 2 je 
> BE dzZ (0) 
{lo dt 
即 v= Sv (2. 18) 
i=1 Oo | (roy) 


由 此 可 见 ,映射 f 诱导 出 从 E” 在 点 4 的 切 空间 到 五 " 在 点 Q = f(4) 的 切 空 
间 的 线性 变换 ,Jacobi 矩阵 y 恰好 是 这 个 线性 变换 在 相应 的 基底 下 的 矩阵. 映 
射 /所 诱导 的 切 空间 之 间 的 线性 映射 称 为 了 的 切 映 射 , 记 作 f,. 于 是 ,fv = 
7, 即 
f.7'(0) = 7 (0) = (f»。7)' (0). 
考虑 E” 中 的 第 i 条 坐标 曲线 7; (1). 
x 二 Zz 十， 
se, 


它 在 把 A(zO,… ,729) 的 切 向 量 恰好 是 .该 曲线 在 f 下 的 象 X(z) 的 参数 方程 
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为 . 
》 一 fxs T,X 二 tritlyeo ,7X7),， 1 a 过 n， 
故 它 的 切 向 量 是 
加 af” 
f. 06. 一 >》 dar Cu (2. 19) 


因此 ,如 采 把 矩阵 J 的 每 一 个 列 看 作 一 个 向 量 , 它 恰好 是 捅 在 点 4 的 切 向 量 6; 
在 切 映射 ,下 的 象 / .2 于 是 映射 了 在 点 4 的 秩 就 是 在 点 Q@ 二 f(4) 的 
切 向 量 1 ,01,…,f .6 的 极 大 线性 无 关 组 中 成 员 的 个 数 . 

如 果 m 二 n, 并 且 上 映射:U(C E”") 一 在 U 内 各 点 的 秩 都 是 x, 则 我 
们 所 得 到 的 是 到 中 的 一 个 维 正则 曲面 . 这 是 所 中 2 维 正则 参数 曲面 的 推 _ 
广 . 
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在 欧 氏 空 s 间 中 建立 直角 坐标 系 之 后 , 空 : 间 中 的 点 和 有 序 的 实数 组 之 间 有 
一 一 对 应 关系 ,从 而 空间 中 的 几何 图 形 可 以 用 方程 来 描述 . 若 取 另 一 个 直角 坐 
标 系 , 则 空间 中 的 点 和 有 序 的 实数 组 之 间 有 另 一 种 一 一 对 应 关系 . 这 样 ,对 应 
于 同一 点 的 两 个 实数 组 之 间 存在 一 定 的 变换 关系 (参看 (1. 14) 式 ) ,它们 是 一 
次 多 项 式 的 关系 . 然而 就 坐标 系 的 功用 而 言 ,重要 的 是 藉以 建立 空间 中 的 点 与 
有 序数 组 之 间 的 对 应 ,至 于 新 、 旧 坐标 之 间 的 变换 公式 是 一 次 多 项 式 并 不 是 本 
质 的 要 求 . 这 就 是 说 ,在 欧 氏 空间 中 除了 建立 直角 坐标 系 那样 的 平 直 的 坐标 系 
( 即 坐 标 曲线 和 坐标 面 分 别 是 直线 和 超 平面 ) 之 外 ,还 可 以 使 用 所 谓 的 曲 纹 坐 
标 系 . 而 且 ， 在 亲 电 特定 的 允 合 ,使 用 四 级 坐 称 系 能 使 所 读 论 的 问题 得 到 商 化 ， 
因而 更 为 方便 . 

在 学 习 曲 面 论 的 时 候 ， 我 们 已 经 接触 过 曲 纹 坐 标 系 的 概念 设 DD 是 包 中 
的 一 个 开 区 域 , (u,v) 表示 E? 中 点 的 直角 坐标 , 设 ” : D 一 EF 是 一 张 正 则 曲 
面 . 若 用 (zy,y,z) 记 玖 ? 中 点 的 直角 坐标 , 则 曲面 > 可 以 用 参数 方程 来 表示 : 

/X= ru,v), . 
- 一 y(u,v), 

zZ = (u,v). 
固定 v= 二 vo, 让 ww 变化 , 则 得 到 在 曲面 -CLD) 上 的 一 条 曲线 , 称 为 w- 曲线 ， 同 理 ， 
固定 == wo, 让 wv 变化, 则 得 曲面 r(D) 上 的 v- 曲线 .很 明显 ,wu- 曲线 和 w- 曲线 
的 切 向 量 分 别 是 
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曲面 的 正则 性 意味 看 ~(x,z) 是 三 次 以 上 连续 可 微 函 数 , 并 且 7 X ~ 尖 0, 即 
Jacobi 矩阵 


Yo ole SS 
ole Se ol 


的 秩 处 处 为 2. 
不 妨 设 在 点 (xy,zo) E DD, 该 Jacobi 矩阵 的 子 行列 式 
rr dr 
A Ov 
天 0. 
YW 风 
A dv 
于 是 在 (wo ,vo) 的 一 个 邻 域 UCD 内 有 反 了 负数 
2 (xX,y) EV, 
2 一 ICZyy)， 


其 中 V 是 zy 平面 中 的 一 个 开 区 域 ,使 得 在 U 上 成 立 
P(X(u,v),y(u,v)) 三 2， 
ce 三 : vw. 
此 时 ， 
z= z(p(r,y),9(r,y)) = 下 (zyy)， 
从 而 所 考虑 的 曲面 成 为 函数 下 在 区 域 了 VC 严 上 的 图 象 . 将 参数 曲面 限制 在 区 
域 U 上 时 ,经 过 曲面 上 的 每 一 点 P 有 了 唯一 的 一 条 zu- 曲线 v == vw, 和 唯一 的 一 条 
v- 曲线 二 汶 . 这 就 是 说 ,曲面 上 的 点 P 与 一 对 实数 (ui,v1) EU 彼此 对 应 , 因 
此 可 以 把 (u,v) 看 作 该 点 的 坐标 . 在 E? 中 看 ,一般 说 来 u- 曲线 和 w- 曲线 不 再 
是 直线 ,我 们 称 (4,v) 为 曲面 上 的 点 rlu,v) 的 曲 纹 坐标 . 
定义 3.1 设 (z',…,x") 是 n 维 欧 氏 空间 rr 中 的 直角 坐标 系 . 设 有 开 集 
U CE, 假定 在 U 中 点 的 直角 坐标 记 为 (x1，… ,wu"). 如 果 存 在 同 胚 映射 :U 
一 Y C ,表示 为 


T= fu WN), li<n, (3.1) 
其 道 映射 广 ! : V 一 U 表示 为 
U' = g(x,X), 1 Cin, (3. 2) 


并 且 广 (aa »*** 2”) 和 g(x!,…: ,TX") 都 是 光滑 函数 ; 则 称 (x! ,… ,WU") 为 区 域 V 性 


E" 上 的 曲 纹 坐 标 系 . 此 时 ,区 域 U 和 区 域 V 通过 光滑 同 胚 /等 同 起 来 ,点 已 E 
V 的 曲 纹 坐 标 (w,…,z2) 就 是 其 原 象 广 :(P) 在 区 域 U 上 的 直角 坐标 . 
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一 般 说 来 ,区 域 V 中 的 坐标 面 ,例如 第 i 个 坐标 面 w = const. 不 再 是 超 平 
面 ;坐标 曲线 ,例如 w- 曲线 ,不 再 是 直线 . 这 就 是 称 (x，…,z") 为 区 域 V 上 的 
曲 纹 坐 标的 原因 . z 

下 面 我 们 来 讨论 上 映射 了: U(C EE") 一 EF" 何 时 给 出 某 个 区 域内 的 曲 纹 坐 
标 系 . 在 多 元 函数 微 积分 学 中 有 下 面 的 隐 范 数 定理 : 

定理 3.1 假定 

1) Gm 十) 个 变 元 的 个 函数 本 ,… ,在 以 CT6,… ,X35，"… ,3) 为 中 
心 的 Gm 十 n) 维 长 方 体 

D= |[[z— A,zt+A]x [|[ymA,,wit+A,] 

内 有 定义 ,并 且 连 续 ; 

2) 这 些 函 数 关于 各 个 变 元 的 偏 导 数 在 D 内 都 存在 且 连 续 ; 


3 ) 反 (Z0，… TV » V6" »Y0) 满足 方程 组 
F(x 9 ) my 9 »y") 一 0， ] a < n; (3. 3) 


4) Jacobi 行列 式 守 下 在 这 一 点 不 为 零 . 
那么 a) 在 点 (Zz,… ,2 ,3,… ,9) 的 某 个 邻 域内 方程 组 (3.3) 确定 yy 
为 Zz ，… ,zx” 的 单 值 函 数 
y= fr,”), 1 an, (3. 4) 
即 上 述 函 数组 使 (3. 3) 式 成 为 恒等式 : 
Fry A”, fr ,Te fx, zz)) = 0; 

5) 图 数 f(z ,…,X”),1 二 a 过 ,是 连续 的 ; 

Cc) 函数 广 人 z ,… ,zx”) 关于 各 个 变 元 的 偏 导数 都 存在 且 连 续 . 

特别 地 ,如 果 函 数 ,的 各 次 偏 导 数 在 D 内 都 存在 且 连 续 , 则 也 数 广 的 各 
次 偏 导 数 都 存在 且 连 续 . 

定理 3. 1 的 证 明 可 以 在 微 积分 学 教程 中 找到 . 利用 它 可 以 证 明 如 下 的 光 
滑 同 胚 定理 : : 

定理 3.2 设 D 是 馈 中 的 一 个 开 区 域 ,f : D 一 5 是 光滑 映射 .大 映 射 f 
在 点 了 ED 的 秩 为 n, 则 存在 点 了 的 邻 域 UCD, 以 及 点 f(P) 的 邻 域 VCE"， 
使 得 flv :U 一 了 是 光滑 同 胚 . 

证 明 设 DD 中 的 直角 坐标 系 记 为 (G4,…,w”),E”" 中 的 直角 坐标 系 记 为 
(XX") ,点 PED 的 坐标 为 (wu0,… ,ww3), 象 点 QQ 二 了 (P) 的 坐标 为 (zi,…， 
0), 则 映射 了 能 表示 为 

T= fy,U), 1 Zin. (3.5) 
考虑 方程 组 
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Ff) T=0, 1l1<i<n, (3. 6) 
则 ;是 (zx,…,z" ,wu ,…,w") 的 光滑 函数 . 由 假设 ,点 (如,… ,5 ,局 ,… ,us) 满 
足 方程 组 (3. 6) 上 和 项 f 在 点 了 的 秩 为 n 得 知 Jacobi 行列 式 
aCF, ,PF,) aCf ,ff ) 
aU! ,WU ) A(u! ,2 ) 
在 该 点 不 为 零 . 根据 定理 3. 1 ,存在 点 (zi zz) 的 邻 域 V XU, 使 
得 在 该 邻 域内 方程 组 (3. 6) 确定 ww ，,…,w" 为 x'，…,x” 的 单 值 函数 : 
uu = Url TX), 1 Cin, (3.7) 
即 有 恒等式 
ful rl ) MU T,X) 二 大 VC zi) EV. 
这 说 明 (3.7) 式 给 出 了 映射 fv 的 逆 映 射 广 ! :7 一 过 .由 定理 3. 1 可 知 / ”也 
是 光滑 映射 ,所 以 了 上 :UV 一 了 是 光滑 同 胚 . 
由 此 可 见 , 奉 要 光滑 映射 : D(CE) 一 EF 给 出 点 fCP)CPE D) 的 一 个 
邻 域内 的 曲 纹 坐 标 系 , 只 要 映射 了 在 点 卫 的 秩 为 n 就 行 了 . 
例 1 平面 名 内 的 极 坐 标 系 . 
设 (z,y); 是 平面 内 的 直角 坐标 系 , 令 
X= rcos 0， 
. (3. 8) 
y = rsin 0， 
其 中 0 过 rr 二 十 %%, 一 x 过 0 二, 则 (xr,90) 是 平面 EB? 中 除去 负 z 轴 的 区 域内 
的 曲 纹 坐 标 系 .一 曲线 是 从 原点 O 出 发 的 射线 ,0- 曲线 是 以 O 为 中 心 的 圆 弧 
(图 4). 


例 2 五 中 的 球 坐 标 系 . 
设 (T,Y,z) 是 三 中 的 直角 坐标 系 , 令 
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y = rcos ysin 0， (3. 9) 


z= 二 rsiny, 


| 一 rcos dcos 0， 


其 中 0 二 > 一 十 co, 一 F<$<5， 一 x 之 90 二 x, 则 (r,y,9) 给 出 EF 中 去 掉 


含 有 人 负 xz 轴 的 半 个 zz 平面 所 得 的 区 域内 的 曲 纹 坐 标 系 , 称 为 球 坐标 系 . 
常用 的 还 有 柱 坐 标 系 ,坐标 变换 为 


x= rcos 0， 
| 一 rsin 0， (3. 10) 
二. 
其 中 0 二 r < 二 吕 , 一 < 之 0<r,— 0<it<+i+oo. 

假定 在 五 中 取 定 单位 正 交 标 架 {2;2}) ,相应 的 直角 坐标 系 记 为 (x ,…， 
Z"). 设 开 集 U(CE") 内 的 点 的 直角 坐标 记 为 G2,…,w"). 如 果 r : U 一 VCE 
是 光滑 同 胚 , 即 它 在 区 域 V 上 给 出 曲 纹 坐 标 系 (,…,w”), 坐 标 变换 为 

T=f(u ,UU), li<n, (3. 11) 

则 “- 曲线 ( 即 让 * 变动 ,而 让 其 余 的 w(j 关 让 固定 不 动 所 得 的 曲线 ) 的 切 向 
量 是 


(3. 12) 


在 任意 一 点 @ 二 r+(P) EV 处 切 向 量 7,,…，,r, 是 线性 无 关 的 ,因而 {Q;7;) 
是 在 点 Q@ 的 一 个 标 架 , 称 为 由 曲 纹 坐 标 系 (u!,… ,wu”") 所 诱导 的 自然 标 架 . 

一 般 说 来 ,自然 标 架 不 再 是 单位 正 交 标 架 , 而 且 在 V 内 两 个 点 处 的 自然 标 
染 未必 能 在 五 的 一 个 平行 移动 下 彼此 合同 . 因此 ,自然 标 架 构成 分 布 在 区 域 
V 上 的 一 个 标 架 “ 场 ”. 

用 曲 纹 坐 标 系 诱导 的 自然 标 架 场 取代 直角 坐标 系 所 给 出 的 平行 的 单位 正 
交 标 架 场 有 助 于 我 们 从 更 一 般 的 空间 类 型 的 角度 观察 欧 氏 空间 . 

由 于 自然 标 架 场 未 必 是 单位 正 交 标 架 场 ,其 度量 系数 便 起 着 更 重要 的 作 
用 . 设 

8ij = 《ris7;) = 5 Dr Dr (3. 13) 


k=1 


显然 ,gi; 是 区 域 V 上 的 光滑 函数 ,并 且 在 每 一 点 QQ EV,(g;;(Q)) 是 正定 的 对 
称 和 矩阵 . 设 v,w 是 定义 在 区 域 了 上 的 两 个 向 量 场 , 用 自然 标 架 表示 为 


v 二 Yo， w 一 Swir, (3.14) 
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n 
(Vw) = > viwilr,;,r;) 
1,] 二 1 


= > giviwi. (3. 15) 


这 是 坐标 w ,zw 的 双 线 性 型 ,其 系数 g; 恰好 是 自然 标 架 的 度量 系数 . 

因为 在 不 同 点 的 自然 标 架 不 是 互相 平行 的 ,计算 它 从 一 点 过 渡 到 任意 的 
邻近 点 的 变 差 是 很 要 紧 的 ,特别 是 要 计算 自然 标 架 场 沿 坐 标 曲线 的 微 商 . 注意 
到 切 向 量 ; 是 局 ,…,w" 的 防 数 , 它 关 于 tw 的 导数 仍 是 区 域 上 的 向 量 场 , 故 可 
设 
= > Thr. z (3.16) 
由 (3.13) 式 得 到 


因为 


所 以 
m= . 
对 (3. 13) 式 求 导 ,得 到 
gg;; Ff* of* of Ff . 
| ] 


MW Mi MW’ Wi 


一 (了 ri) 十 (2 
一 了 58 十 1 
于 是 
2 Qu! Nt’ 
其 中 (g”) 是 (gi) 的 道 矩 阵 . 由 此 可 见 , 故 恰好 是 度量 系数 sy 的 Christoffel 记 
号 . 这 里 的 推导 过 程 和 曲面 论 中 相应 的 推导 是 完全 一 样 的 . 
假定 v 是 定义 在 区 域 V 上 的 向 量 场 ; 它 用 自然 标 架 场 表示 为 

v 一 yor， (3. 18) 
并 且 v 是 V 上 的 光滑 函数 . 现在, 向量 场 v 沿 坐标 曲线 变化 不 仅 表现 为 分 量 vi 
的 改变 量 ,而 且 还 要 顾及 自然 标 架 场 沿 坐 标 曲 线 的 变化 , 故 有 


Qo /Ni Di， 


ry = $e | y+ | (3.17) 
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= > {和 + Dru)r, 
1 一 1 & 一 1 


(3.19) 


这 就 是 说 向 量 场 名 在 自然 标 架 下 的 分 量 是 2 十 > ze 在 黎 曼 几何 学 中 ， 
这 正好 是 向 量 场 n 的 分 量 的 协 变 微 商 的 公式 . 引进 曲 纹 坐标 系 之 后 ,在 欧 氏 
空间 中 关于 一 些 量 的 计算 的 一 般 规律 显现 出 来 了 , 剥 掉 了 采用 直角 坐标 系 带 


来 的 特殊 性 . 


曲 纹 坐标 系 还 可 以 用 另 一 种 方式 给 出 . 在 Fr" 中 取 定 单位 正 交 标 架 {0; 
5,) ,对 应 的 直角 坐标 系 是 (zx!，…,x"). 设 V 是 反 中 的 一 个 开 集 . 设 g:V 一 RR 
是 定义 在 V 上 的 光滑 实 函 数 . 任 取 一 点 已 (zy ,0 ) EC V, 今 C 一 g(xXo", 


7?) , 则 函数 g 的 水 平 集 ， 
SS= {x XT) EV: g(r ,TX ) = Cc} 
是 V 的 非 空子 集 . 若 有 中 经 过 点 了 的 一 条 曲线 7: 
x =X(t),— <t<e 
落 在 水 平 集 S 上 ,并 且 x'(0) = zo,1 二 71 过, 则 有 恒等式 
SECz CC)) = 0. 
将 上 式 两 边 在 t = 0 处 对 zt 求 导 , 则 得 


Sg dzx’' (0) _ 0 
EE 
根据 定义 (参看 (2. 9) 式 ) ,函数 g 在 点 书 的 梯度 回 量 是 
ANT 


而 曲线 7 在 t= 二 0 处 的 切 问 量 是 


7'(0) = >) S208, 


故 (3. 20) 式 可 以 写成 
《Vg(P),7 (0))= 0. 


(3. 20) 


因此 梯度 向 量 Vg (CP) 与 落 在 g 的 水 平 集 5S 内 经 过 点 了 的 任意 一 条 曲线 是 正 
交 的 . 利用 定理 3. 1 得到, 当 Vg(P) 关 0 时 ,水 平 集 S 在 点 了 附近 是 一 张 光 滑 


的 超 曲 面 ,而 且 Vg CP) 是 该 超 曲 面 在 点 P 的 法 疝 量 . 


如 果 在 开 集 VV 上 给 定 个 光滑 函数 g;(zx!,…,z"),1 三 i 志 4, 并 且 假 定 


个 梯度 向 量 Vg; 在 V 内 是 处 处 线性 无 关 的 , 即 Jacobi 行列 式 


OCSi 9 ,2n) 
a(z! 7 ) 


在 了 内 处 处 不 等 于 零 . 令 
ui = gx XT), 1 in, 
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则 由 定理 3.2, 它 们 在 VV 的 任意 一 点 邻 域 上 给 出 光滑 同 胚 , 即 (1 ，…,w") 给 出 
该 邻 域内 的 曲 纹 坐 标 . 对 此 曲 纹 坐 标 系 ,第 i 个 坐标 面 恰好 是 函数 g (zl,…， 
x”") 的 水 平 集 . 


$4 张 量 


张 量 的 概念 是 G. Ricci 在 19 世纪 末 提 出 来 的 .G. Ricci 研究 张 量 的 目的 是 
为 几何 性 质 和 物理 规律 的 表达 寻求 一 种 在 坐标 变换 下 保持 不 变 的 形式 . 他 所 
考虑 的 张 量 是 如 同 向 量 的 分 量 那样 的 一 个 数组 ,要求 它们 在 坐标 变换 下 服从 
某 种 线性 变换 的 规律 . 近代 的 理论 已 经 把 张 量 叙述 成 向 量 空间 Y 及 其 对 偶 空 
间 站 ”上 的 多 重 线性 函数 . 但 是 用 分 量 表 示 张 量 仍 有 它 的 重要 性 ,尤其 是 涉及 
张 量 的 计算 时 更 是 如 此 . 

在 本 节 ,我 们 先 从 若干 最 简单 的 例子 出 发 ,比较 这 些 对 象 的 分 量 在 坐标 变 
换 下 的 变换 规律 ,以便 理解 “ 反 变 ”"“ 协 变 ” 等 术语 的 含义 ,然后 给 出 张 量 的 定 
义 , 并 且 研 究 张 量 的 运算 法 则 . 

例 1 x 维 向 量 空间 . 

在 问 量 空间 V 中 取 定 一 个 基底 {5} , 则 每 一 个 向 量 vEV 可 以 唯一 地 表示 
为 

v 一 > v6,, (4. 1) 


于 是 癌 量 v 对 应 于 一 组 数 (v! »" …,v"). 但 是 癌 量 v 和 数组 (v!，,… »U") 的 对 应 取 
决 于 基底 (8,}. 若 取 另 一 个 基底 {ei} , 则 vw 对 应 于 另 一 组 数 (51,…, 祖 ) ,使 得 


v = Dve, (4. 2) 
假定 基底 {6;} 和 {e;) ) 之 间 有 如 下 关系 ; 
e; = > op， (4. 3) 
则 数组 (v') 和 (2’) 之 间 的 关系 是 
vi = Daiv, (4. 4) 
或 者 和 
Vi 一 Do’, (4.5) 


其 中 (61) 是 (ai) 的 道 和 矩阵 . 
上 上面 的 (4.3),(4.4) 和 (4.5) 都 是 线性 变换 . 为 了 进行 比较 ,不 管 变换 的 
对 象 是 数组 还 是 向 量 组 ,一律 把 它们 写成 列 向 量 的 形式 , 则 (4. 3) 式 成 为 
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el aa … a’?l|{o, 
| : i (4. 6) 
e， aa ato, 
将 上 式 的 系数 矩阵 记 成 4, 即 
ai ai 
4 一 : | 
a Qa" 
同样 (4. 4) 式 可 写成 
v! ai *** all| fg! v! 
:| = |: = 4 .| |， 
v” / : “… 也 | 
于 是 
v! 了 
| : |= (4)71|: (4.7) 
v” v” 


这 就 是 说 ,假如 “新 ” 基底 {e;} 用 “ 旧 ” 基 底 {6;} 线性 表示 时 其 系数 矩阵 记 为 4， 
则 向 量 v 的“ 新” 分量 ( 安 ) 用 “ 旧 ” 分 量 (v') 线性 表示 的 系数 矩阵 为 (4T7)-:!. 
例 2 问 量 空间 V 的 对 偶 空 间 六， 
在 映射 ac :下 一 了 满足 条 件 : 
Qa(vi 十 V2) 二 a(vi) 二 a(lv), Vvi,v, ET 
a(Av) = Aa(v), VYvEV,AER, 
则 称 a 是 V 上 的 线性 函数 . 向 量 空间 Y 上 的 全 体 线 性 函数 的 集合 记 作 了 *. 函 
数 的 加 法 和 数 乘法 在 集合 了 ”中 是 封闭 的 ,从 而 使 了 * 成 为 向 量 空间 , 称 为 V 
的 对 偶 空 间 . 函数 a :了 一 R 是 由 它 在 基底 向 量 2 上 的 值 叭 一 确定 的 . 设 


2 = a(6.,), (4. 8) 
则 对 任意 的 v 二 2,v6; EV 有 
az) = Dav. (4. 9) 
考虑 线性 函数 6 : V 一 R 使 得 
. . 1 ， 1 一 7， 
7 0, 一 O01 -一 4. 10 
(0;) 全 ; 二) ( ) 
则 
CC) = i, (4.11) 


所 以 函数 个 就 是 取向 量 关 于 基底 的 {5;} 的 第 j 个 分 量 , 即 它 是 关于 基底 {6,) 的 
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第 j 个 坐标 函数 . 
{0} 构成 对 侦 空 间 V* 的 一 个 基底 . 事实 上 车 a E V* , 则 由 (4.9)，,(4.11) 
两 式 得 到 


cao) = Pav = Dad(v) = (dad) (wv), VvEV, 
1 一 1 1 一 1 1 一 1 
故 


a 一 2 — 一 2 ep (4. 12) 


易 见 ,上 述 表 达 式 是 唯一 的 . 我 们 称 {2) 为 对 个 空间 V， 中 与 {6;} 对 偶 的 基底 . 
(4. 12) 式 说 明 ,函数 关于 对 偶 基底 18) 的 分 量 w 恰好 是 a 在 基底 向 量 5 上 
的 值 . 

下 面 我 们 来 考察 对 偶 基 底 {0} 及 a E V* 的 分 量 (a) 在 空间 Y 的 基底 人 6,} 
变换 时 的 变换 规律 . 设 {e;} ) 是 空间 V 的 男 一 一 个 基底 ,由 (4. 3) 式 给 出 ,其 对 偶 基 
必 记 为 {fe'}, 故 


. . 1 ， 7 一 1， 
1 。 一 一 他 一 一 
2 (1 0，j 关 i 
于 是 
O'(e)) = > at6,) 
& 一 1 
一 必 = > aier(e)), 
k=1 
即 


0’ 一 Saie, (4.13) 
上 式 与 (4.4) 式 一 致 . 
车 设 < 关于 基底 {e)} 的 分 量 记 作 a, 则 
a, 二 a(e;) = Saia, (4. 14) 
它 与 (4.3) 式 一 致 . 
用 和 矩阵 表示 , (4. 13), (4. 14) 两 式 分 别 成 为 


e! 0 
| : | 二 (4) | :|,， (4. 15) 
e” 0 
ai a 
| : | 一 4。|: (4.16) 
0, on 
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注意 到 向 量 空间 站 与 其 对 偶 空间 Y” 的 关系 是 相互 的 , 即 问 量 vEV 也 
可 以 看 作 空 间 了 ”上 的 线性 函数 : 
(ai 十 aa)() 一 ai() 十 ao)，Voaoa EV', 
(Aa)(v) =A.alv), VaEV’, AER. 
此 时 ,V 可 以 看 作 了 的 对 偶 空间 ,V = 二 (V*)* ,而 (6;} 是 {5} 的 对 偶 基 底 . 因 
此 ,在 比较 线性 变换 规律 时 总 是 选 定 一 个 向 量 空 间 V 作为 基准 ,而 其 余 的 对 象 
作为 V 的 衍生 物 遵从 一 定 的 坐标 变换 规律 :7 上 的 线性 阴 数 a 的 分 量 的 变换 
规律 与 了 的 基底 变换 规律 是 一 致 的 ,向 量 v EV 的 分 量 的 变换 矩阵 是 Y 的 基 
底 变 换 和 矩阵 的 转 置 着 矩阵 . 我 们 称 线性 函数 a 的 分 量 遵从 协 变 变换 规律 ， 问 量 
v 的 分 量 遵 从 反 变 变换 规律 . 
线性 函数 的 概念 还 可 以 作 适当 的 推广 . 
定义 4.1 设 Vi,…,V, 是 7 个 向 量 空间 .者 7r 元 函数 :VX… 义 站 一 
R 对 于 每 一 个 自 变 量 都 是 线性 的 , 即 对 于 任意 的 指标 c,1 科 <“ 委 ”及 回 量 xx。， 
w。E V., 有 
fC ,Ue 十 Ts, ) -一 fe ,s,s ) 十 fe ,ts )， 
fe, My) = A Fo 
其 中 4€ R, 则 称 了 是 了 X… x V, 上 的 7 重 线性 函数 . 
Vi X … XV, 上 的 7 重 线性 函数 的 集合 记 为 乡 (V i ,…,V,;R). 特别 地 ， 
YVR)=V 
例 3 癌 量 空间 V 到 自身 的 线性 变换 . 
设 映射 :V 一 V 是 向 量 空间 VV 到 其 自身 的 线性 变换 , 即 它 满足 
Jo v2) = fv) 十 Jo VY vv EV; 
fA)=A*: fv ,VvEVAER. 
线性 变换 f 同样 是 由 它 在 基底 向 量 6; 上 的 值 唯 一 确定 的 . 设 


£60,) 一 > ， 6， (4.17) 


则 (有 8) 称 为 线性 变换 在 基底 {8,} 下 的 矩阵 , 它 的 元 素 户 可 以 称 为 了 的 分 量 . 

现在 来 求 分 量 广 在 基底 {5,} 变换 时 的 规律 . 由 于 我 们 将 遇 到 多 重 和 号 , 采 
用 Einstein 的 和 式 约定 是 比较 方便 的 (参看 (1.7) 式 后 面 的 说 明 ). 这 样 , (4. 3) 
式 成 为 


e; 一 al6.,. 
用 fi 表示 f 在 基底 {e;} 下 的 分 量 , 即 
f (ei) = fie,, (4. 18) 


于 是 
fle) = f(aib,) = aif (0,) = ai fi6,. (4. 19) 
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比较 (4. 18) 和 (4. 19) 两 式 得 到 
fiat = 坟 方 ， 
或 
fi = albift. (4. 20) 
其 中 (687) 是 (4?) 的 逆 和 矩阵 .对照 (4.5) 式 和 (4. 14) 式 , (4. 20) 式 是 双重 线性 变 
换 , 一 次 与 (4.5) 一 致 ,一 次 与 (4.14) 式 一 致 ,我 们 称 f 的 分 量 广 遵 从 一 次 反 
变 一 次 协 变 的 变换 规律 . 
线性 变换 可 以 看 作 V* x VV 上 的 2 重 线性 函数 政 : V* XV 一 RR, 定义 
为 :VY (wo EV* XV， 
F(a,v) = a(f(v)). (4. 21) 
关于 各 个 自 变 量 的 线性 性 质 是 明显 的 . 反 过 来 , 若 有 2 重 线性 函数 FR:V* X 
V 一 R, 则 可 以 定义 线性 变换 f:V 一 V 为 


fl(v) = Dr ,0)6,. (4. 22) 


容易 证 明 ， 右 端 与 基底 人 0) 的 选取 无 关 ， 故 映射 了 :站 一 站 的 定义 是 合理 的 .在 
f 和 的 上 述 对 应 下 ,F 的 分 量 为 
fi = F(6i,6,). 
综合 以 上 三 个 例子 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 : 
定义 4.2 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,V* 是 它 的 对 偶 向 量 空间 , (p,q) 是 一 对 
非 负 整数 . 所 谓 V 上 的 一 个 (p,qg) 型 张 量 是 指 V* XxX … XV*xVx.……xXxXV 
个 ~ 个 个 个 


Pp 个 q 个 


上 的 一 个 p 十 9 重 线性 函数 ,其 中 p 为 反 变 阶 数 ,gq 为 协 变 阶 数 . 全 体 V 上 的 
(p,9) 型 张 量 的 集合 记 作 V2?, 或 
LV VV ,VR). 
~ 一 人 一 


ga 个 


一 一 一 
特别 地 , (1 ,0) 型 张 量 就 是 向 量 空 s 间 V 中 的 元 素 ;(0,1) 型 张 量 就 是 对 偶 
空间 V”" 中 的 元 素 , 即 V 上 的 线性 函数 . 为 方便 起 见 , 把 实数 称 为 (0,0) 型 张 量 
或 数量 . 
在 丫 量 空间 V 中 取 定 一 个 基底 {6;} ,并 设 对 偶 空 间 V* 中 的 对 偶 基底 为 
{0}. 若是 一 个 (p,q) 型 张 量 , 取 wa € V* ,v1,…,v, ET 并 且 设 
a” 一 0 ， 1 二 7r 达 zp， 
v, = v0,, 1 二 ss 达 9g， 
则 


f(a! 0 Ve » Ug) 
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一 0 (0, [和 ,Op 07 9 eee ,0j) 
一 fiiy ji 0 “Q2 vie “Ug 9 (4. 23) 


其 中 
fiw = fOr, ,O60; ,0; ). (4. 24) 


它们 总 共有 zz+* 个 数 ， 称 为 张 量 了 在 基底 {8,) 下 的 分 全 对 应 于 反 变 阶 数 p,f 
的 分 量 有 p 个 上 指标 ;对 应 于 协 变 阶 数 g,f 的 分 量 有 g 个 下 指标 . 容易 验证 , 当 
V 的 基底 (6;) 变换 时 ,分 量 fr ;.….; 关于 每 个 上 指标 遵从 反 变 变换 规律 ,关于 
每 个 下 指标 遵从 协 变 变 换 规律 . 即 : 若 {e;} 是 V 的 另 一 个 基底 ,并 且 如 (4. 3) 式 
所 示 , 则 张 量 了 在 基底 {e} 下 的 分 量 .满足 下 式 ， 
foo = bbivalieeak fs jj (4. 25) 
其 中 (2;) 是 (41) 的 逆 矩 阵 ， 
反 过 来 ,如 果 对 于 V 的 每 一 个 基底 {6;} 都 指定 一 个 由 w+s 个 数 构成 的 数 
组 {fj;..;), 其 中 马 个 指标 记 成 上 指标 ,gq 个 指标 记 成 下 指标 ,并且 当 基底 
{0;} 按 (4. 3) 式 变换 时 ,相应 的 数组 按 (4. 25) 式 进 行 变 换 , 那 么 必 有 一 个 (p， 
9) 型 张 量 有, 以 1;.…; 为 它 在 基底 {6;} 下 的 分 量 . 实际 上 ,用 (4. 23) 式 定义 
的 p 十 g 重 线 性 函数 是 有 意义 的 , 即 (4. 23) 式 给 出 了 一 个 确定 的 .与 基底 选取 
无 关 的 、 定 义 在 V* X … X V* XV X… XV 上 的 (p 十 q) 重 线性 函数 ,并 且 
XXX 


Pp 个 gq 个 


它 在 基底 回 量 全，… ,0%,6;,…,0; 上 的 值 恰好 是 人 9 ;.; .Ricci 就 是 用 变换 
规律 (4. 25) 来 定义 (za) 而 张 量 的 上 面 的 断言 表明 ,这 两 种 定义 是 一 致 的 . 

在 定义 4.2 中 ,我 们 把 (p,q) 型 张 量 的 线性 函数 自 变量 都 集中 在 前 面 ,把 
癌 量 自 变 量 都 集中 在 后 面 .但 是 ,作为 p 十 gq 重 线性 函数 ,两 类 自 变 量 出 现 的 
次 序 可 能 不 同 于 前 面 的 安排 ,也 就 是 说 会 有 不 同类 型 的 (p,g) 型 张 量 . 然而 ， 
任何 一 种 (p,qg) 型 张 量 的 空间 都 同 构 于 定义 4. 2 所 叙述 的 (p,q) 型 张 量 空间 
V4. 为 简便 起 见 , 我 们 只 考虑 定义 4. 2 给 出 的 张 量 . 

积 空间 V” XxX … XV XV XxX.… XV 上 的 p 十 4q 重 线性 函数 的 加 法 和 数 

、 个 个 一 一 


pp 个 


乘法 是 有 意义 的 ,(p ,g) 型 张 量 的 集合 V? 一 LV VV,: VV ;R) 关于 
ME 


上 述 运 算 自 动 地 成 为 向 量 空间 . 
不 同类 型 的 张 量 还 能 作 张 量 积 运算 . 
定义 4.3 设 V,W 是 两 个 向 量 空 间 ,a E V* ,BE W*, 则 a 和 B 的 张 量 
积 a @ 8 是 积 空间 V Xx 友 上 的 2 重 线性 函数 ,定义 为 
ago pcw) 一 cao) .Blw), VvEV,wEW. (4. 26) 
一 般 地 , 设 总 ，…,V,,Wi,…,Ws 是 p 十 gq 个 向 量 空 间 ,a € 安 ( ,7 了 及)， 
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PE (Wi,W,;R), 则 张 量 积 a@B 是 Vi Xx … XV, Xx Wx. XW, 上 
的 p 十 g 重 线 性 函数 ,定义 为 
a ® Bo yee sy, sti, sy,) 
= a(vis vs) » Bw, ee tw,)) (4. 27) 
其 中 wv EV,,l1 志 7r 过 pp,w, E W,,1 过 5 妇 0. 
多 重 线性 函数 的 张 量 积 有 铀 下 的 运算 律 
定理 4.1 张 量 积 运算 @ 遵从 分 配 律 和 结合 律 , 即 
(1) 和 奉 a ya EE LViy VV,;R),P GE Wi, W,;R), 则 
(qo) B=aWP+a%B, 
PO la++oa)= OutPH ua; 
(2) 知 wa EE LEVI VR)BPE LW WR),7 GE <(CLC L,; 
R) 则 : 
(a Pb) OY=a® BO?). 
因此 a B LY 是 有 意义 的 . 
定理 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 . 
按照 定义 4. 3, rr) 型 张 量 f 和 (s,s,) 型 张 量 g 的 张 量 积 f 的 g 是 一 个 
(~ 十 srs 十 52) 型 张 量 ,定义 为 ， 
f CO ga se OY ,Vy ) 
=f(a ,ev ) goat tv 1 ,4 ), (4. 28) 
其 中 wo EE Vv ET 
现在 取 定 不 的 一 个 基底 {2}, 设 在 对 偶 空间 7* 中 的 对 偶 基 底 为 {8) ,于 是 
借助 于 张 量 积 运算 可 构造 (p ,g) 型 张 量 
60; OO » “6 BO O04, l Qi 1, Rn. (4.29) 
根据 定义 ,对 于 任意 的 oa €E V* ,vi,…,v, EV 有 
0 CO oo CO 0 CO Sil CO oo CO Gis (Ql ,oe ,QP ,UI se ,Us ) 
= (0 ) ar (0 )0n (v1) "On (v,) 


一 0 “a? "Ue 
因此 由 (4. 23) 得 到 


f (a ,ee sa? ,V1 ,ee Va) 


=f1 aQ} “of Vfl ei 
jl ! 4 


一 fi je 0 % 。 69 6; C9 pA Co ee CO isa! )。。。 ,QP UI oe ,Us ) ， 
故 (p,q) 型 张 量 f 可 以 表示 成 
f= fui’ ji CO en CO 0 CO ON CO 。。 CO 074， (4. 30) 
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fr? ,= f(01,. ,0,0,, 6)). : 


i1* Jo . 


定理 4.2 ”在 向 量 空 间 V 中 取 定 基底 {6;) ,在 对 偶 空间 V* 中 取 对 偶 基 底 
{0}, 则 (4. 29) 式 给 出 的 nw?“ 个 (zp， 9) 型 张 量 构成 空 间 VZ2 的 基底 ， 因此 dimVs 
证 明 (4. 30) 式 已 表明 任意 一 个 (p， g) 型 张 量 可 以 表示 成 这 we" 个 张 
量 的 线性 组 合 , 现 要 证 明 它 > 们 是 线性 无 关 的 ， 设 有 线性 组 合 (4. 30) 为 零 张 量 ， 


将 这 个 零 张 量 在 (0%， ss01 »*** 01 ) 上 取 值 ,得 到 
0 A pj Ol OOl "Oh 
. 一 万 2 “9 四 
其 中 1 名 ，… We … n, 故 组 合 系数 必须 为 零 , 即 (4.29) 式 给 出 的 


re 人 型 张 量 是 线 人 证 毕 

设 V,W 是 两 个 向 量 空 间 ,V ,W 中 的 元 素 ， w 可 以 分 别 看 作 V ,W* 上 的 
线性 函数 ,从 而 求 它们 的 张 量 积 v @ w. 一 般 说 来 ,集合 {vOw:vEV,wE€ 
W} 本 身 不 是 向 量 空间 ,这 导 至 下 面 的 定义 

定义 4.4” 设 V,W 是 两 个 向 量 空间 ， 由 形 如 张 量 积 v QB wlv € V,w € 
W) 的 元 素 所 生成 的 向 量 空间 称 为 VY 和 W 的 张 量 积 , 记 作 VV @W. 

定理 4.3 设 V， W 分 别 是 x 维和 # 维 向 量 空 s 间 ， 则 它们 的 张 量 积 V @@W 
是 mn 维 向 量 空间 . 

证 明 ”在 V 和 W 中 分 别 取 基底 {6; :1 过 i 之 m) 和 {es: 1 志 a 志 nn}. 若 
EEV,7E€W, 则 和 7 分 别 有 表 达 式 : 


= S86,, 
i=1 

7 = 2 Ye, 
& 一 1 


由 于 张 量 积 运算 有 分 配 律 , 故 有 四 
£@71= 67i@e 


因为 张 量 积 V 的 W 的 元 素 都 是 形 如 4 的 7(§ EV,7E€ W) 的 元 素 的 线性 组 合 
因此 站 WW 的 元 素 能 表示 成 m。… n 个 元 素 6 es,l Zi<m, | 过 a 二, 的 
线性 组 合 . 
容易 证 明 , 上 面 的 mn 个 元 素 是 线性 无 关 的 . 设 {0} 是 40;} 的 对 偶 基 底 ， 
(e") 是 {ee} 的 对 偶 基 底 . 若 有 线性 组 合 
= YY, @e,, a €R, 


1 一 1 a=1 
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那么 % = 0 的 充分 必要 条 件 是 上 述 线性 组 合 中 所 有 的 系数 a* 必须 为 零 . 实际 
上 ,S$ 是 V* x W* 上 的 2 重 线 性 函数 ,并 量 
CO’ e") 
-=> De Co ep 60’ ,e") 


| 
MS 1 i 


Van (0,)e" (eg) 


1 p=1 


所 以 ,% = 二 0 当 且 仅 当 a* = 0,1 人 i 过 m,1 过 a 过 nn. 故 {6,@e6:1 过 i 过 mn， 
1 全 a 二 nn} 构成 张 量 积 空间 VW 的 基底 ;特别 是 
- dim(V 页) 一 M 7 

张 量 积 六 人 友和 2 重 线性 函数 构成 的 向 量 空间 

学 (V" ,W"*;R) 是 同一 个 空间 .一 般 地 ,由 定义 4.2, (p,q) 型 张 量 构成 的 空间 

六 LV 9“ ,VV ,VV ",V;R) 

ey 

就 是 张 量 积 7 四 … @V @V' @… @V*. 

Pp 个 a 个 


现在 考虑 直 和 


| 


gq 个 


FV) = ,中 ， Vz, (4. 31) 
其 中 每 个 元 素 是 有 限 个 张 量 的 形式 和 . 在 忆 了 (V) 中 可 以 定义 加 法 , 数 乘法 和 
张 量 积 ,使 得 了 (7Y) 成 为 一 个 代数 . 此 外 , 张 量 积 运算 给 出 映射 V2 xX V' 一 
Yef ,因此 这 样 的 代数 称 为 分 次 代数 . 我 们 把 到 (7) 称 为 向 量 空 间 VV 上 的 张 
量 代数 . 张 量 代数 的 结构 是 代数 学 的 研究 对 象 , 在 此 不 多 袭 言 了 
张 量 积 运 算 的 结果 是 从 低 阶 张 量 出 发 得 到 高 阶 张 量 . 还 有 一 种 运算 叫做 
缩 并 , 它 把 高 阶 张 量变 成 低 阶 张 量 . 
定义 4.5 ” 任 取 两 个 指标 r,s, 使 得 1 三 7 过 p,1 过 ;过 gq, 则 从 任意 一 个 
(p,q9) 型 张 量 5 € V? 出 发 可 构造 (p 一 1;9 一 1) 型 张 量 C76) 如 下 ，. 
(COACDDLC EL 


n 
二 一 人》 (aa ， eos ,Qr 1 ,0 ar ,ee ,Qp 1 9U] 9 eee 7/ 1 ,0 7 ， eee ,Us 1) 9 (4. 32) 
1 一 1 


其 中 {6,) 是 V 的 一 个 基底 , {5} 是 它 的 对 偶 基底 . 上 式 右 端 与 基底 从,) 的 取 法 
是 无 关 的 . 映射 C' : V2 -> V2-! 称 为 缩 并 . 

很 明显 , 缩 并 C: : V2 一 V?-! 是 线性 映射 . 下 面 我 们 考虑 在 各 种 表达 形式 
下 的 张 量 作 缩 并 的 结果 . 

假定 (p,q) 型 张 量 《 可 以 表示 成 一 些 线性 函数 和 向 量 的 张 量 积 , 即 
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=v va HOO, 
其 中 vi"**,U, E Va ,ao EV'. 这 样 的 张 量 < 称 为 可 分 解 的 . 那么 
Cr(€) 


一 2) (vO Dv BaD A) ,0 ,ee ,6 ) 


一 Du ed ODDD%R BvD De 


=a(v,) vO DOD BvD De Da, (4.33) 
其 中 记号 ”表示 去 掉 它 下 面 的 元 素 . 由 此 可 见 ,C; 在 可 分 解 张 量 上 的 作用 是 
将 它 的 第 7 个 反 变 因子 与 第 :个 协 变 因子 配对 求 值 的 结果 . 
现在 假定 (p,q) 型 张 量 5 在 基底 (4.29) 下 有 表 式 
£ = Eiri, ji 由 … 0 C9 0 QQ … CO 01, (4. 34) 
则 由 (4. 33) 式 得 到 
Cr(€) 
= .C6 BB BUDD) 
Ei BB ,BD 8. (4.35) 
因此 ,C:(&) 的 分 量 是 将 & 的 分 量 的 第 7x 个 上 指标 与 第 * 个 下 指标 相等 并 求 和 
的 结果 . 
缩 并 是 求 某 个 对 象 的 不 变量 的 手段 之 一 . 
例 3( 续 ) ”线性 变换 f :V 一 V 等 同 于 (1,1) 型 张 量 (参看 (4.21)， 
(4. 22) 两 式 ). 对 下 作 缩 并 得 到 


C1(F) 一 > 下 (8 0) 
1 一 1 


= 27180100) = of 


因此 2 是 线性 变换 f 的 不 变量 (也 就 是 它 与 V 的 基底 {6;} 的 选取 无 关 ), 称 
为 了 的 迹 , 记 为 trf. 上面 的 计算 告诉 我 们 
trf = Ci(F). 
例 4 设 aE€EV*,vEV, 则 
a(v) = Ci(v (9 a). 
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这 这 是 (4 33) 式 在 p 二 9 二 1 的 情形 .实际 上 , 取 V 的 基底 {6;) 及 V* 中 的 对 偶 
基底 {全}), 则 


Ci(v @ a) = 2v al0',0:) = 2 Co) * a(6,) 
=e( 0 (v)6;) = a(v). 


最 后 让 我 们 讨论 欧 氏 向 量 空间 中 的 张 量 . 

在 》$ 1, 我 们 把 向 量 空间 Y 连同 指定 的 一 个 欧 氏 内 积 ( ，) 称 为 欧 氏 向 量 
空间 , 欧 氏 内 积 ( ，〉: V XV 一 R 是 对 称 、 正 定 的 双 线 性 函数 ,因而 是 VV 上 的 
对 称 、 正 定 的 2 阶 协 变 张 量 ,也 称 为 欧 氏 向 量 空 间 的 度量 张 量 ,或 基本 张 量 .在 
下 面 我 们 把 欧 氏 向 量 空间 的 度量 张 量 记 为 g. 

任意 取 定 V 的 一 个 基底 {6,}, 在 V* 中 的 对 偶 基 底 为 {5) , 则 

£ = gi0 90, (4. 36) 
其 中 8 的 分 量 gi; 是 
gij; = 8(0;,0);) 一 (000)). (4. 37) 
张 量 g 的 对 称 性 、 正 定性 表现 为 矩阵 (g) 的 对 称 性 和 正定 性 . 用 (g2) 表示 
《85) 的 逆 和 矩阵 ,我 们 有 下 列 重要 事实 . 

引 理 4.4 8” 遵循 2 阶 反 变 张 量 分 量 的 变换 规律 . 

证 明 假定 由 (4. 3) 式 给 出 VV 的 另 一 个 基底 {e;) , 则 度量 张 量 g 在 新 基底 
下 的 分 量 £1 与 Bi 的 关系 是 


Bu = aialg;;. (4. 38) 
用 (8"') 表示 (&;) 的 道 矩阵 . 由 (4. 38) 式 得 到 
btgu = ajgi 
两 边 乘 以 区 "8g"” ,并 对 7,i 求 和 得 到 
brg” = aig’” 
因此 
8" = aiag’， (4. 39) 
即 8 ”遵循 2 阶 反 变 张 量 的 规律 . 
今 


“g = g"0,0 56,, (4. 40) 
则 “g 与 V 的 基底 {6;) 的 选取 无 关 , 是 一 个 完全 确定 的 2 阶 反 变 张 量 , 称 为 g 的 
共 斩 张 量 . 
定理 4.5 设 (V,g) 是 nn 维 欧 氏 向 量 空间 , 则 有 自然 同 构 9:V 一 V* , 它 
把 v EV 映 为 V 上 的 线性 函数 
7(v) = g(v,.). (4. 41) 
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证 明 (4.41) 式 给 出 的 映射 7 显然 是 线性 的 . 下 面 证 明 7 有 逆 映 射 
7 :V*—V. 
任 取 fEV'*. 若 了 f= 0, 则 只 要 取 v 二 0. 设 f 取 0, 则 下 的 零 化 子 空间 
WS= {vEV: 4(v) = 0) 
是 V 的 一 1 维 子 空间 .用 w 记 W 的 单位 法 向 量 , 即 wx € 丈 -, 且 (xz) 二 1. 
令 v 二 fl(w)u, 则 对 任意 的 w EV 有 (ww 一 (wyiDu) | Uy 帮 ww 一 《wu)u EE 
W ,所 以 
f(w) =f(w— wut (wu)u) 
=f(u) lw,u) 
= 《Vv,wW) = (7(v)) (w). 
向 量 v 是 唯一 的 . 车 有 另 一 个 向 量 v 使 得 
7(v) = f, 
则 对 任意 的 w EV 有 
(WV)) Cw) = (7v)) Cw), 
即 
(Vv — v,w) = 0. 
由 于 内 积 的 正定 性 , 因 上 式 对 于 任意 的 w 成 立 , 故 有 
v 一 了. 
这 样 ,我 们 令 (六 =v. 
由 于 是 7 的 逆 映 射 , 且 7 是 线性 的 , 故 7 是 同 构 .此 同 构 与 基底 选取 无 
关 , 所 以 是 自然 同 构 .证 毕 . 
定理 4.5 的 意义 是 :借助 于 度量 张 量 g, 可 以 把 向量 和 线性 函数 等 同 起 来 . 
为 了 看 清楚 度量 张 量 g 的 作用 ,我 们 来 求 7(v) 的 分 量 与 v 的 分 量 之 间 的 关系 . 
设 10;} 是 V 的 一 个 基底 ,度量 张 量 g 的 分 量 是 
8i; = 8(0;,0)). 
假定 v EV ,并 且 wv 的 表达 式 是 
v = v'6,, 
则 由 7(v) 的 定义 得 到 
7(v) = (7v)) (0)0 = g(v,0)0 = giv'0. 


因此 

(7(v)); = givi. 
反 过 来 ,如 采 

了 汪 一 /0 ETY， 
则 


(7 (1 一 2 方 . 
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由 于 和 定理 4.5, 在 欧 氏 向 量 空间 中 可 以 把 向 量 v 及 其 对 应 的 线性 函数 7(v) 看 
作 同 一 个 对 象 的 不 同 表 现形 式 , 并 且 把 (7(v)); 记 成 v;, 即 

vi; = gid’, (4. 42) 

Vv’ = gv,. (4. 43) 
通常 我 们 把 v; 说 成 是 从 v 用 g;; 把 指标 下 降 的 结果 ,v 是 从 vw; 用 8" 将 指标 上 
升 的 结果 . 

上 面 的 做 法 可 以 用 于 任意 的 张 量 . 例如 : 设 h 是 2 阶 协 变 张 量 , 它 的 分 量 
表达 式 是 
h 一 hd CO 0 ， 
与 它 对 应 的 (1,1) 型 张 量 有 
AI0 6, hid; 6, 


对 应 的 2 阶 反 变 张 量 是 
AI0 CO 6,, 
其 中 
h;’ = hg”’, 
hn = hg’, (4. 44) 
h’ = hyp pe". 


在 书写 时 ,要 注意 在 将 h;; 的 指标 上 升 时 保留 该 指标 的 空位 ,而 上 升 后 的 指标 
与 该 空位 对 齐 . 在 指标 下 降 时 也 遵从 这 同一 个 书写 规则 . 这 四 个 张 量 可 以 有 作 
同一 个 对 象 的 不 同 的 表现 形式 . 从 上 述 观点 看 ,度量 张 量 8 及 其 共 恩 张 量 

只 是 一 个 对 象 两 种 表现 , 即 


(8)" = gO= "8" gh. 
35 外 代 数 


在 本 节 ,我 们 首先 叙述 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 概念 ,然后 着 重 讨论 反对 
称 张 量 . 为 叙述 方便 起 见 ,我 们 只 考虑 YY 上 的 协 变 张 量 ,同样 的 讨 ; 华 也 适用 于 
Y 上 的 反 变 张 量 . 

定义 5.1 设 * 是 了 上 的 9 阶 协 变 张 量 , 即 :YX…XY(c 个 因 了 于 ) 一 
R 是 了 Y 上 的 重 线性 函数 . 若 任意 交换 两 个 自 变量 的 位 置 , 的 值 不 变 , 则 称 
是 对 称 的 9 阶 协 变 张 量 . 若 任意 交换 两 个 自 变量 的 位 置 有 的 值 只 4 改变 符号 , 则 
称 & 是 反对 称 的 9g 阶 协 变 张 量 . 

用 (lq) 表示 2 个 不 同 元 素 的 置换 群 . 对 于 o E (gq), 可 以 定义 映射 
oc:V 郊 如 下 : 设 fE€EV, 且 vi,…,v, EV, 则 

(oCf)) Vi ,v0 ) = fv Vo ). (5. 1) 
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很 明显 ,oc : Vs 一 Vs 是 线性 映射 . 
若是 可 分 解 成 张 量 积 的 协 变 张 量 , 它 的 表达 式 是 f= 二 «的 … ,其 中 
“so EV*', 则 容易 得 到 
o(f) 一 CQz(1) CO se. CO QzC9) ， 
其 中 + 二。 是 置换 o 的 逆 . 
从 定义 (5.1) 可 知 : 若 张 量 / 了 在 基底 42} 下 的 分 量 是 了 ;.… , 则 ol7) 的 分 量 


由 于 每 个 置换 是 若干 个 对 换 的 乘积 ,所 以 € Vs 是 对 称 张 量 的 充 要 条 件 
是 :对 于 任意 的 cE (gq), 有 


o(€) = &. (5. 2) 
§ € Vo 是 反对 称 张 量 的 充 要 条 件 是 :对 于 任意 的 co € (gq) 有 
o(€) = sign(o) ，&€, (5.3) 


其 中 
， 1， 大 5 是 偶 置 换 ， 
sign(o) 一 1 1， 若是 奇 置换 (5. 4) 
根据 上 面 的 讨论 ,我 们 有 
命题 5.1 设 <E 让, 则 6 是 对 称 张 量 的 充 要 条 件 是 6 的 分 量 关 于 各 个 指 
标 是 对 称 的 , 即 
5 VoE Tg). 


Siow i 
< 是 反对 称 张 量 的 充 要 条 件 是 的 分 量 关 于 各 个 指标 是 反对 称 的 , 即 
iocD iodg) 一 sign(o). Siig? VoE€E (9g). 
定义 5.2 设 6€ VV, 令 
1 
5,() = 地 > olé), (5. 5) 


“oo€S (9) 


A,(€) = 六 VS sign(o) .co(6)， (5. 6) 


”ES (9) 
则 'S,(6) 是 对 称 的 2 阶 协 变 张 量 ,4,(2) 是 反对 称 的 9 阶 协 变 张 量 . S, 称 为 对 称 
化 算 子 ,4, 称 为 反对 称 化 算 子 . 
定义 5. 2 中 的 断言 证 明 如 下 : 任 取 rE C9), 则 rr 在 (lq) 中 元 素 上 的 左 乘 
( 即 7 与 (gq) 中 的 置换 的 合成 ) 给 出 了 从 5 (co) 到 它 自身 的 一 一 对 应 ,所 以 


r(S,(€)) 一 工 roo(é) = SC6)， 
dc 


tr™(A,(§)) 一 本 > ， sign(o) » (tT 。0)(é€) 


“acE2 (9q) 


一 Sign(r) 。 > ， sign(Tr 。0) .T° 0o(€) 


“ooCEcA (9) 
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一 Slgn(r)。4. (5)， 

因此 S,(56) ,A,(§) 分 别 是 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 . 

容易 证 明 :S, 把 对 称 的 9 阶 协 变 张 量 映 到 它 自 身 , 同 时 4, 把 反对 称 的 g 阶 
协 变 张 量 映 到 它 自身 . 

对 称 化 算 子 和 反对 称 化 算 子 还 能 够 对 于 协 变 张 量 的 部 分 自 变 量 进行 . 由 
于 本 市 我 们 着 重 考虑 的 是 反对 称 张 量 ,所 以 只 讨论 部 分 自 变量 的 反对 称 化 . 

设 1 委 ”所 9,2 (0r) 是 指 元 素 1,…,r 的 置换 群 . 当然 ,97(r) 可 以 看 作 
2 (9) 的 子 群 , 即 o € .5 (r) 可 表 为 

加 1 eo. a 1 eo. a 十 1 eee q 
og) ee op) ed) ol) + 大 

0 € (7) 在 g 阶 协 变 张 量 € Vi 上 的 作用 定义 为 o 看 作 (gq) 中 的 元 素 在 
s 上 的 作用 , 即 

o(€) (ui ,WU,) 一 EU Us) VU"suU, EV. 


(5.7) 


这 样 , 对 于 《的 前 7 个 自 变 量 作 反对 称 化 的 结果 是 
: a(€) = 5 sign(o) + olé). (5. 8) 
7 ! vc 


显然 we) 仍 是 g 阶 协 变 张 量 , 且 它 关于 前 7 个 自 变 量 是 反对 称 的 . 
下 面 的 引 理 是 有 用 的 : 
引 理 5.2 设 1 委 ”> 雪 %. 用 4 表示 作用 在 9 阶 协 变 张 量 上 的 反对 称 化 算 
于 ,用 a, 表示 a 阶 协 变 张 量 关 于 前 -~ 个 自 变 量 的 反对 称 化 算 子 , 则 对 任意 的 有 
EV 有 
A, ° a,(€) = 4 (6). 
证 明 为 了 使 证 明 过 程 简化 ,我 们 引进 广义 的 Kronecker 5- 记号 : 
1 ， 71。 ,1 互 不 相同 , 且 J1， Jg 是 11 9° ,1g 的 偶 置 换 ; 
| 1， ?11 ,Lo 互 不 相同 , 且 Ji»""* » Ja 是 11 °° ,1g 的 奇 置 换 ，; 
0， 其 它 情形 . 


Og 一 
为 


(5. 9) 
根据 定义 ,08:8 关于 上 指标 是 反对 称 的 ,关于 下 指标 也 是 反对 称 的 ,并 且 对 于 
oco€ 9(g) 有 
sign(o) = O00. (5. 10) 
由 反对 称 化 的 表达 式 (5. 6) ,我 们 有 
(A,(é€) ) (U1 ,Us ) 一 Ok »""* » Ui ) 9 


其 中 ?1 9 ,1 独立 地 从 1 到 | 9 求 和 . 然而 ,在 实际 上 仅 当 ?11 9 ,iy 是 1] ，… 他 的 一 
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个 置换 时 该 项 才 对 右 端 的 和 式 有 贡献 . 
这 样 , 对 于 《EV 有 
(A, ° a ,(€)) (2 ,Us) 


Wa, (€) (wi 9 ”9》 Ui ) 


二 40 -六 E(u; 


Ta! 9 UU, ie 


1 
很 明显 ， 
oon: -On iirtl lg 0 (5.11) 


rl 一 杂 
实际 上 ,上 式 左边 是 对 于 88 的 前 -个 上 指标 作 反对 称 化 ,而 80 
关于 前 7 个 上 指标 却 是 反对 称 的 , 故 上 式 成 立 . 所 以 ， 
(A, ° a,(€)) (ui »""° ,Ug ) 


1 六 1 
= rr 十 1 Eu, 9""° Uj Ui 1 9""° ,Uio ) 


=— (A,(€)) ui, ,1 ). 
引 理 中 的 a, 可 以 换 成 对 于 的 任意 指定 的 ~ 个 自 变量 的 反对 称 化 ,结论 
仍旧 成 立 . 
向 量 空间 上 的 外 形式 是 一 种 特殊 的 张 量 , 其 定义 如 下 : 
定义 5.3 ”向 量 空间 V 上 的 反对 称 7 阶 协 变 张 量 , 即 了 上 的 反对 称 ~ 重 
线性 函数 , 称 为 VY 上 的 7 次 外 形式 ,简称 为 r- 形式 . 
例 1 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,{6,} 是 它 的 一 个 基底 . 任意 取 定 7 个 指标 1 三 


1 1, 达 n, 今 


Do 一 | : | ， (5.12) 
其 中 ,…,u, EV,ui 是 向 量 w 关 于 基底 {6,} 的 第 i 个 分 量 . 交换 两 个 向 量 we， 
ug 的 位 置 相 当 于 在 右边 的 行列 式 中 交换 第 a 列 和 第 8 列 的 元 素 . 由 于 行列 式 
关于 每 一 列 是 线性 的 ,并 且 在 交换 任意 两 列 元 素 的 位 置 时 ,行列 式 变 号 ,由 此 
可 知 Do 是 Y 上 的 反对 称 >~ 重 线性 函数 , 即 D1 是 一 个 7 次 外 形式 . 
容易 验证 : z 


= O27. (5. 13) 


V 上 全 体 -次 外 形式 的 集合 记 作 A"Y'. 很 明显 ,加 法 和 数 乘法 在 人 'V 
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中 是 封闭 的 ,因此 ，A"Y "是 一 个 向 量 空 间 . 为 了 求 出 向 量 空间 和 "了 * 的 维 数 ， 
我 们 设法 找 出 它 的 一 个 基底 . 

为 此 先 定义 外 形式 的 乘法 . 两 个 外 形式 作为 协 变 张 量 可 以 作 张 量 积 , 而 反 
对 称 化 算 子 能 够 把 一 个 协 变 张 量变 成 外 形式 . 把 这 两 种 运算 结合 起 来 , 便 从 两 
个 外 形式 出 发 获得 次 数 为 它们 的 次 数 之 和 的 一 个 新 的 外 形式 . 

定义 5.4 设 cEAT ,6EAT . 令 


«a APB= ,Ca@® p), (5.14) 


则 a 和 A 6 是 7 十 s 次 外 形式 , 称 为 外 形式 a 和 8 的 外 积 . 

定理 5.3 外 积 运算 服从 下 列 运算 律 , 设 a,ai,a, E AT ,pp 6， 
EATV*,7YE€EATV’*, 则 有 

(1) 分 配 律 


(qm 二 a)AB=aAB+a,AB, 
a A (Bi+B)=aApP+t+aA Ap 
(2) 反 交 换 律 
«AB= (~ 1)"PAa; 
(3) 结合 和 
(a Ap)A7Y=aA (BAY7). 
证 明 (1) 由 于 张 量 积 有 分 配 律 ,而 反对 称 化 算 子 是 线性 的 ,所 以 外 积 的 
分 配 律 成 立 . 
(2) 由 于 a A 8 是 反对 称 协 变 张 量 , 故 对 任意 的 cE (lr 十 s) 有 
ola Mb) = sign(o) . (a 人 0). 
现 取 
1 。。 -rr 7 十 1 .… rs 
一 5 十 1 .…… 十 > 1 ..。 s )， 
则 
sign(o) 一 (一 1)". 
任 取 7 十 s 个 向 量 w,…,w.4, EV, 则 有 
a 人 Pluis** ,uts) 
=sign(o) 。 ol(a 人 DC zs) 


一 (一 1)"a 人 人 Pusris SUstr Ui s,s) 


1 . 
一 《一 1)" ci > ， Slgn(z) ° Q (Uz) 9""° yUrcstn) Pura) 9""" ,Zr ) 
7 3。 rc Ts) 
] . 
一 ris! 2) sign (tr) » Plury se Ure) )QCUrGtD ss Urs ) 


rE (ris) 
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一 (一 1)70 A a(ui," ,Us), 
即 
a AB=(— 1)"BAa. 
(3) 结合 律 的 关键 在 于 外 积 定义 中 的 系数 的 适当 配置 ( 若 在 外 积 定义 中 
取 系 数 为 1, 则 结合 律 也 成 立 , 这 就 给 出 定义 外 积 的 另 一 种 方式 ). 由 定义 ， 


(a A PB)AY 

_(r 二 5s 十 四 1! 

(rr 十 5)1z1 A Ca A B) WY) 
Cr 二 5 十! (r 十 5)! 
Tn rs rh BP) ON 
_(r 十 5s 十 如 !1 


rlsilt! 4 ° a,ts(a © PO 7), 
其 中 a,,, 是 指 对 于 a 的 8@Y7Y 的 前 > 十 :个 自 变 量 作 反对 称 化 . 由 引 理 5. 2 


Artste° arts = Artst, 
故 有 
(a ABAY= TT tA BO. (5.15) 
同 理 , 我 们 有 
a A (BAD= THETA BB). 
结合 律 成 立 . 


从 反 交 换 律 可 知 , 只 要 在 a,B 中 有 一 个 是 偶 次 外 形式 ,; 则 a 入 p= 二 BAa; 
若 a,B 都 是 奇 次 外 形式 , 则 a A 6 = 一 B 入 a. 特别 是 , 当 a 是 1 次 外 形式 时 ,a 
人 a=0. 
根据 公式 (5. 15) 不 难 用 归纳 法 得 到 :车 «,… ,a EV*, 则 
a 人 .人 a 
=r!lA,(a! 6 69 or) 
. = 0 Ql CO … 0 ar. 
特别 是 ,车 {5} 是 V* 的 一 个 基底 , 则 对 任意 取 定 的 一 组 指标 1 二 … 过 i 
三 n, 便 有 一 个 7 次 外 形式 
G1 人 .… 人 Cr 
= O01 @ 7. (5. 16) 
设 奴 ,…,w, 是 V 中 任意 7 个 癌 量 ,那么 
O11 人 .… A Oi, ,a,) 
一 90 为 
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i 2 
ur Ur 
由 此 可 见 61 A … 人 六 恰好 就 是 例 1 中 所 给 出 的 外 形式 D1, 特别 是 
OA A O00; ) = Oy. (5.13)’ 
定理 5.4 设 V 是 nn 维 向 量 空间 ,{6,) 是 它 的 一 个 基底 ,{6') 是 其 对 偶 基 
底 , 则 下 列 | "| 个 -次 外 形式 
OA A li <i<<n (5.17) 


n 


的 成 "次 外 形式 空间 人 "了 的 基底 . 由 此 可 见 ,dim An" 一 |” 
证 明 为 此 只 要 证 明 任 意 一 个 7 次 外 形式 能 够 唯一 地 表示 成 (5.17) 所 
列 的 | "| 个 "次 外 形式 的 线性 组 合 


设 $EA' TV'. 由 于 是 7 阶 协 变 张 量 ,根据 (4. 30) 式 , 我 们 有 
E=6.0 8 8, (5. 18) 


其 中 
é, i -一 £0; 9 9。 ,0; ). 


1 


由 于 是 反对 称 的 , 故 和 .… 关于 下 指标 是 反对 称 的 ,并 且 4.(6) = 6( 见 定义 
5.2 后 面 的 注 记 ). 因此 从 (5. 18)、(5. 16) 两 式 得 到 
§ = A,(é) 
=é .A,(0 6 »… 6 67) 


一 二 名 On A AAO 


= > 名 .0 A 和 人 0 六. (5. 19) 


1<i <*…<i Sn 
$ 的 表达 式 (5. 19) 是 唯一 的 . 实际 上 ,假定 是 零 形 式 , 且 它 能 表达 成 
0=§= 2 名 0 A A 0’, (5. 20) 


1<i < <i Sn 


我 们 要 证 :在 上 述 表达 式 中 所 有 的 系数 各.…, 必须 为 零 . 为 此 ,任意 取 定 一 组 指 
标 1 夺 刀 1 一 … 过 jj 三 ,将 表达 式 (5.20) 的 右 端 在 基底 向 量 6; ,…,6， 上 求 
值得 到 
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加 jo 
-一 > Ei i OF 


li < "<i en 


=6)..j. 


因此 , (5. 17) 的 这 | ” 个 + 次 外 形式 构成 了 空间 人"V* 的 基底 . 


表达 式 (5. 19) 称 为 + 次 外 形式 的 标准 表达 式 . 特别 要 指出 的 是 ,在 标准 
表达 式 (5. 19) 中 的 系数 恰好 是 5 在 基底 向 量 6; ,… ,6; 上 的 值 . 从 表达 式 
(5.19) 可 知 ,高 于 7 次 的 外 形式 必定 是 零 形式 . 

推论 5.5 设 {6.) 是 向 量 空间 V 的 一 个 基底 ,S$ 是 VV 上 的 7 次 外 形式 , 则 
对 于 任意 的 如 zw EY 有 

， E(u 2 ) 


= | : | ， (5. 21 ) 
其 中 .== (60 0 ) ,Ue 一 dead. 
(5. 21) 式 称 为 7 次 外 形式 § 的 求 值 公式 ,是 (5.19) 式 和 (5.13) 式 的 直接 
推论 . 
定义 5.5 设 f:V 一 W 是 从 向 量 空间 V 到 向 量 空间 W 的 一 个 线性 映 
射 , 则 了 诱导 出 外 形式 空间 之 间 的 线性 映射 f* : 和"W* 一 和 'V' ,其 定义 是 : 
对 于 任意 的 a E.A'W* 及 4,…,u, EV 有 
(f*a) us U,) = a(f (U1) ,fu,)). (5. 22) 
f* 称 为 f 的 诱导 映射. 
特别 是 在 > = 1 时 ,f* 是 从 W* 到 V* 的 线性 映射 ,其 定义 是 
(f*a)(u) =a(f(u)),VaE W’*,u EV. 
诱导 映射 f* 的 重要 性 在 于 它 与 外 积 是 可 交换 的 . 
定理 5.6 设 f:V 一 W 是 线性 映射 ,f* : 入 "了 ”一 人 站 ”是 诱导 映射 
(7 二 1,2,…), 则 对 任意 的 a€E A'"W*,B E AW"* 有 
f*(aAB)=f*"aAf’h. (5. 23) 
证 明 任 取 zz EV, 则 有 
(f* (a A PB)) (us ,us) 


一 (a 人 BCFf C1) ,ff Cu,)) 
gipa( fl ) ,ees fu) » BO Cu ) ss, fu, )) 


cf a) 人 (f* PB) (us ,Us). 
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外 形式 和 外 微分 式 ( 参 看 第 四 章 ) 的 理论 在 微分 几何 、 微 分 方程 及 力学 、 
数学 物理 中 有 广泛 的 应 用 ,已 经 成 为 微分 流 形 基础 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 
针对 各 种 应 用 和 研究 所 提出 的 问题 ,外 形式 和 外 微分 式 的 理论 也 得 到 了 充分 
的 发 展 . 在 下 面 我 们 要 介绍 几 个 关于 外 形式 的 可 除 性 定理 . 关于 外 形式 理论 更 
多 的 内 容 , 读 者 可 查阅 [7]. 

定理 5.7 1 次 形式 合 ,… ,6 € V* 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 

EA..…A 人 =0. (5. 24) 
证 明 ” 若 鲍 ,…, 台 线性 相关 , 则 其 中 必 有 一 个 成 员 能 表示 成 其 它 成 员 的 
线性 组 合 .不 妨 设 | 
6 一 06 十 … 十 0 i. 
于 是 
人 人 … AF = S ae AAS A 旬 一 0. 


反 过 来 , 设 全 ,…, 人 线性 无 关 , 则 它们 能 扩充 为 VY" 的 一 个 基底 { 合 ,…， 
合 ,… ,5"). 用 {ei} 表示 VV 中 与 {人 ) 对 偶 的 基底 , 则 由 (5. 16) 式 得 到 
E1 人 oo. 人 Er (el，…， 2， ) 
= é1(e1) .bi (e,) 
Fi(e) ~ ble,) 


Fle) … Ele,) 
一 ]， 
即 人 入.… 人 个 关 0. . 
定义 5.6 设 6,…, 人 是 r 个 1 次 形式 ,0 是 p 次 外 形式 .如 果 存 在 7 个 
PP 一 1 次 外 形式 9,…,9 使 得 人 = 二 全 和信 9 十 … 十 如 和信 9, 则 记 
f=0 mod(é€l,...,€'). 
特别 当 0Q = 二 全 入 9 时 , 称 Q 可 被 1 次 形式 旨 除 尽 , 记 作 0 三 0 mod&. 
定理 5.8 设 ,…, 儿 是 7 个 线性 无 关 的 1 次 形式 ,0 是 p 次 外 形式 , 则 
0 三 0 mod( 纪 ,…, 侣 ) 的 充分 必要 条 件 是 


EA..…AEAN=0. | (5. 25) 
证 明 必要 性 是 显然 的 . 知 
0 一 外 人 由 十 … 十 名 人 中， (5. 26) 


则 
6 A 人 人.…A 人 人 允 和 0 
一 和 人 人 … 人 和 人 名 和 (和 人 由 十 … 十 名 人 gw) 一 0. 
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充分 性 .将 合 ,…, 人 扩充 成 VY" 的 一 个 基底 { 合 ,… ,全 ,…, 售 ), 则 zp 次 外 形 
式 02 有 表达 式 
QO= 2 Qh A A bo. (5. 27) 


ES <i, Sn 


当 7r 十 pn 时 ,(5.25) 式 是 自动 成 立 的 .此 时 ,p 二 nn 一 7, 故 在 每 一 项 


GAA dXi<<i,<n) 
中 至 少 有 如 ,…, 侣 的 一 个 因子 ,否则 Zz 个 指标 局 ,… ,ijs 只 能 在 7 十 1,…,n 中 取 
值 , 因 而 至 少 有 两 个 指标 会 取 相 同 的 值 , 该 项 必 为 零 . 因此 
0 二 0 mod(é€l,. ,6). 
设 r 十 2p 碾 n. 由 条 件 (5.25) 得 到 
0=6 A:.…AEAN 
一 >》 QE A ASAS A A és. 


1 
7 十 1 魏 站 二 全 二 1p 委 时 


但 是 
(ENAEAGANAE :rl i 
是 外 形式 空间 人 一 光 ” 的 基底 的 一 部 分 ,因此 上 式 意 味 着 
Qi =0, r+1l<i<"<i,<n. 
这 就 是 说 ,只 有 当 鼠 取 1,…，,7 之 间 的 值 时 ,0;.… 才 可 能 不 等 于 零 ,于 是 
QO= DONG DD Ot Ne Nt). 


hi < i < 
定理 5.9 设 6,…, 人 是 r 个 1 次 形式 ,用 W 表示 全 ,… ,的 零 化 子 空 
间 , 即 
Wo= {uu EV:8)=0,1<A<r), 
则 QQ 三 0 mod( 引 ,…,6) 当 有 日 仅 当 Qlw = 二 0. 
证 明 很 明显 ,可 以 假定 全 ,…, 人 是 线性 无 关 的 . 设 人 EAV', 且 
1 一 5 人 由 十 … 十 台 人 9 
任 取 zz E W, 则 
DCzi zy) 


6 人 nN (zi ,Up) 


r 
4 一 1 


位 


一 > 〔 一 1)°t1E (us pu has sds) 
A=1] a 


1 


一 0， 
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必要 性 得 证 . 
充分 性 . 将 皇 ,名 扩充 成 V 的 一 个 基底 { 纪 ,… ,名 ) , 它 在 V 中 的 对 偶 基 
接 设 为 {ei} ,于 是 
W = Span{e,,1, ,e,)}. 
如 定理 5.8 所 证 , 当 7 十 pn 时 ,zp 次 外 形式 0 总 是 满足 0 二 0 mod( 
信 ) 的 . 以 下 设 r 十 p 过 nn,p 二 一 .假定 p 次 外 形式 有 表示 式 
0 一 > 人 6 人 … 人 6,. 


1<i < <i, Sn 


当 -~ 十 1 < 妇 7 过 i 时 ,ei ,*** ,ei 和 W ,由 假设 条 件 Q2|w 一 0 得 到 
(2, 一 er ，… ei,) — 0. 


因此 (7 = 0 mod (é€!,... ,好 ) (人 参看 定理 5. 8 的 证 明 的 最 后 一 段 ). 
定理 5.10(Cartan 引 理 ) ” 设 Q,…,w ,Bi,…,PB, 是 27 个 1 次 形式 ,其 中 
a ,… ,a’ 是 线性 无 关 的 ,并且 


Dm A B=0, (5. 28) 
A=1 
则 
Bi = > awa’, (5. 29) 
并 且 
dx 一 Qa. (5. 30) 


证 了 明 把 号 or 扩充 成 VV* 的 一 个 基底 {a'} , 则 每 一 个 pb 可 以 用 这 组 
基底 表示 为 


B= Dave. 
由 条 件 (5. 28) 得 到 


r 


n 
0 一 一 > ait 人 a 
A=1 7 一 1 


一 人 ov 一 ao 人 过 十 Do Oar ha. 


A=1 i=r 二 1 


因为 {x 人 ei:i1< 二 站 构成 和 AT ”的 基底 ,这 些 2 次 外 形式 必 是 线性 无 关 的 ,所 
以 上 面 的 线性 组 合 是 平凡 的 , 即 
4 一 4 一 0，1 迄 1 人 二 7， 
Qu 一 0， 1 委 1 簿 rr 十 1 甩 ; 扫 7. 
后 我 们 要 提 一 下 外 形式 的 秩 的 概念 ,这 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 
中 都 是 重要 的 . 
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设 €E AV'*). 如 果 存 在 ]- 形 式 a1，… ;0; 和 V* 使 得 6 可 以 表示 成 a ，… ’ 
a, 中 rr 个 成 员 的 外 积 之 和 , 则 称 可 以 用 al,… ,a 的 外 积 表示 . 因此 ,V 上 的 每 
一 个 外 形式 都 可 以 用 V” 的 基底 向 量 信 ,… ,6” 的 外 积 表 示 . 很 明显 ,用 于 外 积 
表示 一 个 非 零 7 次 外 形式 5 的 线性 无 关 的 1- 形式 的 个 数 可 能 小 于 空间 V* 的 
维 数 ,但 是 不 会 小 于 5 的 次 数 7. 据 此 ,我 们 有 下 面 的 定义 : 

定义 5.7 设 &E€A'V*, 能 用 于 外 积 表 示 § 的 线性 无 关 的 1- 形式 的 最 小 
个 数 称 为 外 形式 & 的 秩 . 

关于 一 个 + 次 外 形式 的 秩 的 计算 可 以 归结 为 求 一 组 1- 形 式 ( 称 为 的 伴 
随 1- 形式 ) 的 秩 的 问题 ,具体 的 做 法 可 参看 [7]. 在 此 我 们 叙述 下 面 的 定理 . 

定理 5.11 一 个 非 零 次 外 形式 的 秩 是 7, 当 且 仅 当 它 能 写成 r 个 1- 形 式 
的 外 积 .- 

定理 的 证 明 是 容易 的 , 留 给 读者 做 练习 . 

能 表 成 ~ 个 1 形式 的 外 积 的 ~ 次 外 形式 称 为 可 分 解 的 .因此 ,定理 5. 11 的 
意思 是 :一 个 次 外 形式 是 可 分 解 的 , 当 且 仅 当 它 的 秩 是 ”~. 

本 节 关 于 外 形式 的 讨论 可 全 部 用 于 反对 称 反 变 张 量 . 实际 上 ,这 些 讨论 可 
以 抽象 化 :考虑 有 7 个 变 元 x ,… ,x 的 多 项 式 , 假 定 字 母 z 与 Xx’ 之 间 的 乘法 是 
反 交 换 的 , 即 

XAZzx=— x Nz; 
结合 律 和 分 配 律 对 这 种 乘法 A 是 成 立 的 . 这 样 ,一 个 7 次 多 项 式 总 是 可 以 写成 
Qi i I! 人 … A 人 x 


—7|1 > ， Qi 1 人 ee. 人 Xr, 
l1&i] < <i Sn 


其 中 假定 系数 a; … 关于 下 指标 是 反对 称 的 . 这 样 的 多 项 式 称 为 7 次 外 多 项 式 . 一 
般 的 外 多 项 式 是 各 次 外 多 项 式 和 . 由 于 字母 之 间 乘 法 的 反 交换 性 ,不 存在 次 数 高 
于 的 非 零 外 多 项 式 . 因此 ,n 个 变 元 的 外 多 项 式 的 基底 由 下 列 成 员 组 成 ， 

] ; 

rx, li n; 

TX Azx’, li<j nn; 

1A Ar, li <i,n; 

ZL 人 :Nr 
这 意味 着 nn 个 变 元 的 外 多 项 式 构 成 一 个 2 维 向 量 空间 , 记 成 4A. 将 外 积 人 按照 
分 配 律 扩 充 到 空间 A 中 来 ,使 它 成 为 一 个 结合 代数 , 称 为 外 代数 . 


车 用 入 记 7 次 外 多 项 式 的 集合 , 则 A = 外 人 ,并 且 外 积 人 给 出 了 从 A xX 
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企 到 全 的 映射 .所 以 ,外 代数 是 一 个 分 次 代数 . 

很 明显 ,我 们 在 本 节 所 讨论 的 外 形式 只 不 过 是 一 种 有 具体 含义 的 外 多 项 
式 . 在 这 里 ,Y “中 的 对 偶 基 底 {9 } 的 元 素 5 当 作 多 项 式 的 字母 二 ,所 有 的 运算 
规律 是 一 致 的 . 特别 是 ,将 各 次 外 形式 作 形 式 和 ,并 将 外 积 人 按照 分 配 律 扩充 
到 外 形式 的 形式 和 之 间 , 则 我 们 便 得 到 外 代数 


AT， = 中 A'V*. 
站 融 一 
1. 设 R" 是 元 数组 的 集合 .证 明 :R” 是 一 个 2” 维 仿 射 空间 , 它 以 及 " 自 
身 为 它 的 伴随 向 量 空间 . 
2. 设 久 是 nn 维 欧 氏 空间 .对 任意 两 点 P,Q E EF', 邻 
d (P,Q) = | PO)|, 
称 为 点 PP 和 QQ 之 间 的 距离 .证 明 :E” 关于 距离 函数 4 成 为 一 一 个 度量 空间 . 
3. 设 包 是 nn 维 欧 氏 空 间 .对 于 任意 一 点 PE 严 及 实数 se 盖 0, 令 
BP)= ‘QE EE’:d(P,Q) = e)}, 
称 为 以 点 卫 为 中 心 、 以 :为 半径 的 球形 邻 域 . 设 ACE. 若 对 A 内 任意 一 点 PP， 
都 有 以 了 为 中 心 的 某 个 球形 邻 域 落 在 4 内, 则 称 4A 是 2r 的 一 个 开 子 集 .证 明 : 
(1) 五 " 的 全 体 开 子 集 给 出 了 EF” 的 一 个 拓扑 ; 
(2) F” 在 上 述 拓扑 下 是 一 个 Hausdorff 空间 ; 
(3) 五 " 满足 第 二 可 数 公 理 . 
4. 设 o:E" 一 Er 是 从 nn 维 欧 氏 空间 色 * 到 它 自身 的 一 一 个 等 距 变 换 . 证 


明 : 
(1) zz 把 五 "中 的 直线 变 为 直线 ; 
(2) o 把 &” 中 的 平行 直线 变 为 平行 直线 ; 
(3) o 把 单位 正 交 标 架 {0O;6;} 变 为 男 一 个 单位 正 交 标 架 . 
5. 在 R" 中 定义 两 点 
T= (rl, ,TX"), y= (yl ,yy’) 
之 间 的 距离 为 


d(x,y) = | Dy 一 Zz)’, 


5 :有 "一 人 "是 等 距 变 换 .证 明 :c 必 是 如 下 的 线性 变换 
ICZL 7) 
Cl 
al oa 


二 (ad, , 40) 十 (Z ,XT") 。 
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其 中 (cj ai) E R", 且 (a;) 是 一 个 n 义 二 正 交 和 矩阵 . 

6.” 设 等 距 变 换 o : 于 一 EF" 把 单位 正 交 标 架 {0;6;}) 变 为 单位 正 交 标 架 
{P;ej). 设 QEE,Q' = o(Q). 证 明 : 点 Q 关于 (Pie) 的 坐标 等 于 点 QQ@ 关 于 
{0O;6;) 的 坐标 . 

7. ”证明 :在 定义 2.2 中 ,上 映射 了 上 :R 一 刁 的 连续 性 和 > 次 连续 可 微 性 杜 
E” 中 直角 坐标 系 {0;6;) 的 选取 是 无 关 的 . 

8. “证明 :光滑 曲线 的 切 向 量 的 定义 式 (2.6) 与 空间 五 ' 中 直角 坐标 系 
{0;6;} 的 选取 是 无 天 的 . 

9. 证明: 光滑 函数 沿 向 量 x 的 方向 导数 D, 服从 下 列 运算 法 则 : 

(1) 若 gh ECF,A4E€ER, 则 

D,(g 二 Mh) = Dg + 4AD,h; 

(2) 若 2,h EC?F, 则 

D,(g .hh) = g(P). Dh h(P):D 

10. 设 外 是 nn 维 欧 氏 空间 ,用 x'(P) 表示 点 PP 在 直角 坐标 系 {O0;0;} 下 
的 坐标 .证 明 : 作为 到 上 的 函数 是 C” 函数. 

11. 设 f:k” 一 EF" 是 一 个 光滑 映射 . 

(1) 在 EF”,E” 中 分 别 取 定 直角 坐标 系 之 后 ,f 能 表示 成 4 个 m 元 光滑 也 
数 . 试 求 :f 作为 n 个 mm 元 光滑 函数 的 Jacobi 矩阵 在 8”,E" 的 直角 坐标 系 变换 
下 的 变换 公式 ; 

(2) 证 明 :f 的 Jacobi 矩阵 的 秩 与 £”,K”" 中 直角 坐标 系 的 选取 无 关 ; 

(3) 如 果 在 E”",E” 中 分 别 引进 曲 纹 坐 标 系 , 则 在 曲 纹 坐 标 变换 下 ,关于 映 
射 f 的 Jacobi 矩阵 会 得 到 什么 样 的 结论 ? 

12. 设 (z1l,…,7X") 是 所 (之 2) 中 的 直角 坐标 系 ,7i,… ,7 是 nn 个 正 数 ， 


人 
xX 
1 _ n 1 n—2 n—1 
X! 一 六 UncOS UCOS WU” COSU” ， 
X? 一 roU"COS MUl coS u” sin Wu” !， 
3 一 rauU"COS ulesin ZU， 


Xx” = ru’sin ul. 
证 明 : (x ,… ,zw") 给 出 地 中 除 坐 标 面 {(0,0, 右 ,… ,7 ):7T,…,X”E€ RR) 以 外 的 
任意 一 点 的 邻 域内 的 曲 纹 坐 标 系 . 
13. 求 硝 中 由 球 坐 标 系 诱导 的 自然 标 架 场 ,并 计算 这 个 自然 标 架 场 的 
度量 系数 和 Christoffel 记号 . 
14.” 求 EF 中 由 柱 坐标 系 诱 导 的 自然 标 架 场 、. 度 量 系数 和 Christoffel 记 
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号 . 

15. 设 {(P;ei(P)} 是 所 中 曲 纹 坐标 系 Gi，,…w") 所 诱导 的 自然 标 架 场 ， 
v 是 上 ”中 的 向 量 场 , 它 在 自然 标 架 场 下 有 表示 公式 

v 一 = Ove 
证 明 ;vw 大 平行 向 量 扬 的 充分 必 要 条 件 是 v' 满足 微分 方程 组 
dz 十 widu* = 0， 

其 中 Ti 是 曲 纹 坐 标 系 (x,…,w") 诱导 的 自然 标 架 场 的 度量 系数 的 
Christoffel 记号 . 

16. 用 笠 (Y 和 …Y-R) 表 示 V X… XV, 上 的 7 重 线 性 函数 的 集合 ， 
证 明 L(V, V,;R) 一 个 向 量 空 s 则 . 

17. 该 19 是 向 量 空间 V 的 一 个 基底 , {5') 是 对 偶 空间 V* 中 的 对 偶 基 


底 , 假 定 / :V X V" 一 R 是 2 重 线性 函数 , 令 
fl(u) = 2 fF Gu,0)8,, VuE€EV. 


证 明 : 上 映射 了 :了 一 下 是 一 一 个 线性 变换 ， 并 且 它 的 定义 与 基底 {6;} 的 选取 无 关 . 

18. 设 i:VX… XV( 共 r 个 因子 ) 一 V 是 在 V 中 取 值 的 7 重 线性 映 
射 , 证 明 :t 等 同 于 一 个 (1,r) 型 张 量 . 

19. “证明 :多 重 线性 函数 的 张 量 积 服从 分 配 律 和 结合 律 . 

20. ” 设 V,W 是 两 个 向 量 空间 .证 明 : 当 dimV 宇 2,dimW 宇 2 时 , 形 如 vw 
wlv EV,w € W) 的 元 素 组 成 的 集合 不 成 为 一 个 向 量 空 间 . 

21. 设 1 :VV 是 从 n 维 向 量 空 间 V 到 自身 一 个 线性 变换 ,假定 f 在 
基底 (0;} 下 的 矩阵 是 (6). 证 明 :B, = bbib 是 与 基底 人 6;) 的 选取 无 关 的 不 变 
量 , 并 且 试 用 张 量 的 缩 并 把 这 个 不 变量 表示 出 来 . 

22. 设 外 ,1 i1,j 忒 nn, 是 Kronecker 6- 记号 .证 明 ; 这 7 个 数 能 作为 nn 
维 向 量 空间 V 上 某 个 (1,1) 型 张 量 在 任意 一 个 基底 下 的 分 量 . 试问 :这 个 张 量 
是 什么 ? 

23. 设 


0，1 关 二 . 
是 否 存在 一 个 (0,2) 型 张 量 ,使 得 它 在 任意 一 个 基底 下 的 分 量 是 6? 为 什么 ? 
24. ” 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,f= 二 a 的 … 的 w, 其 中 心 ,…,ar EV*. 证 明 : 
对 于 任意 的 cc € (9g)， 
of) = a QQ … ar) ， 
其 中 t= 二 oi. 
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25. 设 和 是 二 维 向 量 空间 V 上 的 9 阶 协 变 张 量 .证 明 : 

(1) 是 对 称 张 量 当 目 仅 当 3,() 一 和 5 

(2) 是 反对 称 张 量 当 有 生 仪 当 A,(8) = &. 

26.” 设 E 是 V 上 的 2 阶 协 变 张 量 . 证明: 可 以 写成 一 个 2 阶 对 称 协 变 张 
量 和 一 个 2 阶 反对 称 协 变 张 量 之 和 . 

27. 设 9 是 V 上 的 3 阶 协 变 张 量 .证 明 : 若 92 关 于 前 两 个 自 变量 是 对 称 
的 ,关于 后 两 个 自 变量 是 反对 称 的 , 则 2 必 是 零 张 量 . 

28. ” 设 a 是 (0,2) 型 张 量 . 证明: 若 对 任意 的 x EV 有 a(x,7x) 三 0, 则 
Sa) = 0. 

29. 设 a 是 (2,0) 型 张 量 ,b 是 (0,2) 型 张 量 .证 明 : 若 对 任意 的 对 称 张 量 
a 都 有 a™b;; 一 0, 则 2 是 反对 称 张 量 . 


30。 设 记 7 是 空间 Y 上 两 个 对 称 的 0,2) 型 张 量 . 证明; 着 对 任意 的 


EV 有 f(r,7x) = f(x,7z), 则 了 == 了. 
31. 设 人 i 是 广义 的 Kronecker 6- 记号 .证 明 : 


O07 ee 07 
B= |: : 
32. ”证 明 恒 等 式 : 
kj i， 
(1) 二 J OR hp J O27, 


(2)6n:r = cn 一 一 一 ,其 中 心心 在 1 至 2 中 取 值 . 


mi 


33. 设 4 二 (a) 是 n Xn 矩阵 .证 明 : 


det a = 一 人 QQ， 
nl 717 In ?1 In 


34. 证 明 :07.7 (1 < PE J] 委 2) 可 以 作为 n 维 向 量 空 间 V 上 
某 个 (r,r) 型 张 量 在 任意 一 个 基底 下 的 分 量 . 试问 :这 个 张 量 是 什么 ? 
35. 令 


1 …， 
Ei -一 97 i 。 


间 :e .i (li Sn) g 否 作为 维 向 量 空间 VV 上 菜 个 (0， n) 型 张 量 在 任 
意 一 个 基底 下 的 分 量 ?为 什么 ? 
36. ” 设 线 性 变换 / : V 了 在 基底 (3} 下 的 和 矩阵 是 (57). 证 明 : 
B, = O47 bl by 
是 与 基底 {0;} 的 选取 无 关 的 不 变量 . 
37. 设 {H) 是 V* 的 一 个 基底 .证 明 : 


。 D] 。 


1 克昌 二 1 
ul Ur 


6 A 2 A 00) = 


1 i 
Ul ee Ur 


这 里 ws 表示 向 量 xe 关于 对 偶 的 基底 {6;} 的 分 量 . 
38. ”在 V 中 取 定 一 个 基底 (6,}, 设 {5} 是 在 V* 中 的 对 偶 基底 . 证 明 : 


(7,7) 型 张 量 
A 0-) 


C0; 人 se. 人 0; ) CO (O'1 人 se. 
1&i < "<i en 


与 基底 {6,) 的 取 法 是 无 关 的 z 
设 V 是 n 维 向 量 空间 ,SE V* ,7E€ A?V*. 证 明 : 对 于 任意 的 w，…， 


39. 
io+lEY 有 
p+1 
§ 人 Vu ,Upt1) = > ， (— 1) Eu) nu as yp) 
a=1 
40.” 设 X,Y,Z 是 三 个 向 量 空间 ,f : X 一 了 ,g :了 一 Z 是 线性 映射 .证 
”: Z" > Y* 满足 下 列 链 法 则 .: 


明 :诱导 映射 六 :Y* 一 X*,g 
(gj 一 太一 


设 Ql ,OT EV' ,2U1 WU EV. 证 明 : 


41. 
a (ui) a (ui1) 
Qa! 人 oe. 人 A" (Uj se ,ZL ) 一 | 。 
QU) (Cs) 
42. 设 te 记 <i<* 是 Y 中 一 组 回 量 , (ze)1<oc; 是 V 中 另 一 组 向 量 ,并且 


n 
Xa 一 > ae |， 
i= 1 
证 明 : 
i 1 
ul ese Ar 


zA…Az= 2 | : 


li < i en | 
a ee ay 


设 9E€ A™V”* , 入 AV*. 证 明 ; 对 于 任意 的 VU] 9 9 Us 和 V 有 
OU ) 。 


43. 

pA Yi ) 一 > OT pV; se 37 Pv; 9“ 上 
is 

44. 设 xEY, 和 定义 映射 z(x) : A'V* 一 人 一 YY” 如 下 :对 于 任意 的 9 


EA'V’ 及 Wy Ui 和 Y ， 
(CULD)OD) 《21 ,ZL 1 ) 一 pu 9CL1 9 ,U1). 


证 明 : 
(1) i(x): A'V* 一 人 一 YY ”是 线性 映射 
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(2) iQ) OAN = G9 人 %0 十 (一 17r2AGG)V) ,其 中 PEAT 
45. 设 a EV' ,定义 映射 e(a): 人 AT” 一 人 一 YY ”使 得 
ea 一 4 人 AHJ，VYV9PpEATY . 
证 明 : 

(1) eCx) :人 TY 一 和 人 "TV ”是 线性 映射 ; 

(2) e(a)(P 人 人 = (el 人 V0 三 (一 1)72A (Ce(Ca)0)， 其 中 PEAT 

46. 设 wEV,aE€V*., 证 明 . 

i1(U) °。 e(Q) 二 el(a) °。 i1(u) 
=a(u) id: AV 一 人 下 

47. 证明: 

(1) 当 dimV 二 3 时 ,VV 上 每 一 个 7 次 外 形式 都 是 可 分 解 的 ; 

(2) 当 dimV ==n 3 时 ,V 上 每 一 个 一 1 次 外 形式 都 是 可 分 解 的 ; 

(3) 试 给 出 一 个 不 可 分 解 的 7 次 外 形式 的 例子 . 

48. ” 设 a 是 n 维 向 量 空 间 V 上 的 2 次 外 形式 . 证明: 在 V* 中 存在 一 个 基 
底 {c } ,使 得 

QQ 一 0IL 人 o 十 … 十 ar 人 0 
其 中 的 数 2r 只 与 a 有关; 证 明 :a 天 0,o 二 0. 

49. 设 (V,(,)) 是 n 维 欧 氏 向 量 空间 .空间 和 A 光 的 元 素 称 为 p 问 量 ， 
它们 是 V 上 的 反对 称 p 阶 反 变 张 量 .在 人?*V 中 定义 双 线 性 形式 4 ，〉 如 下 :对 
于 

vA Av,, wi A Mw,EA™, 
今 
vi 人 … 人 zz 人 … NM w,) = det((veas rp) ) ogy; 
并 且 将 ( ，) 在 一 般 的 p 向 量 上 作 双 线性 扩充 . 
(1) 证 明 :《 ，) 是 人 *V 上 的 欧 氏 内 积 ; 
(2) 证 明 : 设 (6;) 是 V 的 单位 正 交 基底 , 则 
(6; A A :li < in 
是 人?*V 的 单位 正 交 基底 . 
50. 设 4:V 一 W 是 从 向 量 空 间 V 到 W 的 线性 映射 . 定义 映射 
A*A:VX.:… XxXV—A’*W, 
~ 人 


p 个 


A*A(viy v0,) = (Av) 人 … A CAv,) ,v1 ETY. 
(1) 证 明 : 入 *A4 给 出 了 从 A 和 到 A 人 *W 的 线性 映射 ; 
(2) 在 V 中 取 基 底 {6;) ,在 W 中 取 基 底 {0。), 设 A(6;) = 0iGu. 求 入 “4 在 相 
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应 的 基底 下 的 矩阵 ; 

(3) 设 Z,V,W 是 向 量 空 间 ,B8 :2Z 一 V,A :V 一 W 是 线性 映射 . 证明: 
A*(A°B)=A’A.A’B. 

上 式 两 边 分 别 看 作 向 量 空间 入，A*V，A?*W 之 间 的 线性 映射 . 
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在 上 一 章 我 们 已 经 介绍 了 nn 维 欧 氏 空间 以 及 欧 氏 空间 中 曲 纹 坐 标 系 的 概 
念 , 如 同 例子 所 表明 的 那样 , 欧 氏 空间 中 的 曲 纹 坐标 系 往往 只 定义 在 欧 氏 空间 
的 一 个 开 子 集 上 ,而 不 是 定义 在 整个 空间 上 .但 是 ,由 于 欧 氏 空间 具有 线性 结 
构 ,在 整个 空间 上 存在 着 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,这 说 明 用 一 个 坐标 系 就 可 以 把 整 
个 欧 氏 空间 盖 住 了 ,因此 欧 氏 空间 是 最 简单 的 空间 . 

在 现实 世界 中 存在 更 复杂 的 空间 ,例如 球面 .在 球面 上 不 能 建立 单个 的 坐 
标 系 ,使 它 适 用 于 球面 上 的 每 一 点 . 我 们 在 地 球 上 纵然 可 以 建立 经 纬 线 网 ,使 
得 地 球 上 的 点 可 以 用 它 所 对 应 的 经 度 和 纬度 来 描述 ,然而 南极 和 北极 显然 是 
两 个 例外 点 ,北极 对 应 于 北纬 90°, 但 经 度 不 确定 ;同样 ,南极 对 应 于 南 纬 90”， 
经 度 也 不 确定 . 所 以 经 纬 线 网 不 是 在 数学 上 严格 意义 的 适用 于 地 球 上 每 一 点 
的 坐标 网 . 事实 上 ,倘若 在 球面 上 能 建立 单个 的 坐标 系 适 用 于 球面 上 每 一 点 的 
话 , 球 面 便 能 够 与 欧 氏 平面 内 的 一 个 连通 开 集 建立 同 胚 , 故 球面 应 该 和 欧 氏 平 
面 内 的 一 个 连通 开 集 有 相同 的 拓扑 性 质 . 这 自然 是 荡 雇 的 结论 (我 们 知道 球面 
的 Euler 示人 性 数 是 2 , 而 平面 上 连通 开 集 的 Euler 示 性 数 科 1, 两 者 是 不 可 能 同 
胚 的 ). 

B. Riemann 大 概 是 第 一 个 使 用 “ 流 形 ” 一 词 的 人 ,他 在 1854 年 提交 的 著名 
论文 “ 论 几 何 学 的 基本 假设 ”中 ,有 “ 流 形 (Mannigfaltigkeit)” 的 提 法 . 无 疑 地 ， 
在 他 的 脑海 中 流 形 的 概念 是 清楚 的 ,他 把 一 组 变量 看 作 某 个 广义 的 空间 中 的 
点 的 坐标 ,它们 允许 作 变 换 ,因此 坐标 本 身 不 再 具有 特殊 的 几何 含义 . 对 流 形 
(拓扑 流 形 ) 的 概念 第 一 次 作出 准确 的 数学 描述 的 是 D. Hilbert (参看 他 的 《 几 
何 基础 》(1902)). 后 来 ,H. Weyl 在 他 的 名 著 《 黎 曼 面 的 概念 》%1913) 中 对 微分 
流 形 作 了 清晰 的 数学 描述 ,并 把 复 变 函数 中 多 值 函 数 的 歼 曼 面 与 一 维 复 流 形 
等 同 起 来 . 在 20 世纪 30 年 代 ,H. Whitney 致力 于 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 骸 
入 问题 ,开始 了 对 于 微分 流 形 的 拓扑 的 认真 研究 . 直到 1957 年 ,J. Milnor 发 现 
了 7 维 怪 球 , 从 而 证 实 空间 的 微分 结构 未 必 是 由 它 的 拓扑 结构 决定 的 . 这 样 ， 
微分 拓扑 学 成 为 独立 于 拓扑 学 的 一 个 分 支 而 出 现 了 , 它 的 研究 对 象 是 微分 流 
形 的 结构 及 其 不 变量 . 

本 章 的 目的 是 叙述 微分 流 形 的 定义 、 基 本 概念 和 介绍 微分 流 形 的 一 些 例 
子 . 


3 1 ”微分 流 形 的 下 义 
假定 R" 是 维 欧 氏 空间 ,点 p € 有" 的 第 i 个 坐标 记 为 (p), 即 () 是 R" 
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中 的 第 i 个 坐标 函数 . 

定义 1.1 设 MM 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 , 若 M 的 每 一 点 p 都 有 一 个 
开 邻 域 UC M, 使 得 U 和 维 欧 氏 空间 R" 中 的 一 个 开 子 集 是 同 胚 的 , 则 称 M 
是 一 个 维 拓扑 流 形 , 简 称 为 n 维 流 形 . 

假定 在 定义 1. 1 中 所 提 到 的 同 胚 是 p: U -> gCU) CR", 其 中 yD) 是 RR 
中 的 开 集 , 则 称 (U ,9) 为 流 形 M 的 一 个 坐标 卡 , 并 且 把 象 点 w(z) 在 R" 中 的 坐 
标 (gLp))' 称 为 点 p EU 的 坐标 , 记 为 zi(p) = (q(p))'( 严 格 地 说 ,坐标 x 依 
赖 于 同 胚 9p, 因 此 应 该 记 为 x 为 了 记号 简单 起 见 , 我 们 把 x 看 作对 应 于 同 胚 9 
的 坐标 系 , 即 x'(p) = 二 〈qg(p))'; 对 应 于 同 胚 y 的 坐标 系 则 用 另 一 个 字母 表示 ， 
例如 y(p) = (J(p))). 我们 也 称 (U ;zx') 为 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 系 . 显然 ， 
拓扑 流 形 必 定 是 局 部 紧 致 的 , 即 在 每 一 点 p € M, 必 有 zp 的 一 个 邻 域 V, 使 得 
是 紧 致 的 . 

定义 1.1 的 合 义 是 :所 谓 维 流 形 就 是 在 它 的 每 一 点 的 一 个 邻 域内 可 以 
建立 维 局 部 坐标 系 的 Hausdorff 拓扑 空间 . 如 果 (U,9) 和 (V,Y) 是 维 流 形 
M 的 两 个 坐标 卡 , 且 U 站 V 关 名 ,那么 UV 是 MM 的 一 个 非 空 开 集 , 并 且 在 
U 站 上 有 两 个 坐标 系 ,它们 分 别 是 由 同 胚 pg,y 给 出 的 . 如 前 所 述 , 令 

Tp)= pp), yp)= YP)), VYypEeEUNY, 
那么 点 如 EL fV 的 两 组 坐标 x'(p) 和 y(p) 是 彼此 连续 依赖 的 . 实际 上 , 因 
为 
Pp:U—> 9U)CR’ 
和 yy:V >JyV)CR’ 
是 同 胚 ,它们 在 非 空 开 集 U 由 V 上 的 限制 
plonv: UNV 9U NV)CR’, 
. ylonv :UNV > yyU NV CR 
也 是 同 胚 . 因此 ,我 们 有 R" 中 的 开 集 gCU 门 了 ) 到 WU NV) 的 同 胚 ( 见 图 5) 
| yp lonv ° (lunv) 1! : op(U NV)— yU NV) 
及 其 逆 映 射 
plonv ° Glonr) :gyU NV > pV NV). 
上 述 同 胚 的 坐标 表达 式 恰好 是 坐标 x'(p) 和 yi(p) 之 间 的 关系 式 , 记 成 ， 
yp)=9P)) = Yo pi pp 


=f' (rp), ,TX"(p)), (1. 1) 
XT(p) 二 (PCD) 关 一 (po ygP) NY 
=g (yp), ,y"(p)), (1. 2) 


其 中 p € U 门 V. 因此 ,yy 一 广 (z1 TX”) ,XT 一 g' (yl ，»Yy") 都 是 连续 函数 ， 
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图 5 
并 且 它 们 互 为 反 函 数 , 即 有 恒等式 
一 广 (8L(CY 9 ,y") 9 ,8 (VY »y”)) 9 (1. 3) 
x’ 一 g'(f! (Xl ,XT ) ,f/f" (Xl ,XT" ) ). . (1. 4) 


由 此 可 见 ,在 拓扑 流 形 上 局 部 坐标 系 之 间 的 变换 必定 是 连续 的 . 

由 于 y= 二天 (zx! 7X") ,XY' 二 gi (yl,…,y") 都 是 欧 氏 空间 R" 的 开 集 上 的 
函数 ,因此 它们 的 可 微 性 是 可 以 定义 的 . 坐标 变换 

py: YU 站 TY) 一 PC NV) 

和 yp: opU NV > yyU fTV) 
的 可 微 性 就 定义 为 函数 户 (z… 关 ) 和 g'《y!,…,y") 的 可 微 性 . 特别 是 ,如 采 
所 (zl,…,X"),g'(y!,…,Yy") 有 连续 的 r 次 偏 导数 , 则 称 J。y ,pV 是 C 的 . 
如 果 广 (z1,…,x"),g'(y!,…,y") 有 连续 的 任意 次 偏 导 数 , 则 称 y。9 ,p99。 六 
是 光滑 的 ,或 称 它们 是 C” 的 .车 (rz!,…,7X"),g'(y!，,…,y") 在 每 一 点 的 邻 域 
-内 都 能 展开 成 收敛 的 备 级 数 , 则 称 y。y 7!,9p。 六 ! 是 解析 的 ,或 称 它们 是 C* 的 . 

定义 1.2 设 MM 是 一 个 n 维 拓扑 流 形 ,(U,9) 和 (V,y) 是 它 的 两 个 坐标 
卡 .车 当 U 站 V 关 名 时 ,y。9 1,p。Y!' 都 是 C' 的 (其 中 -是正 整数 ,或 ce ,或 
w) , 则 称 坐 标 卡 (U0 ,9) 和 (CV,y) 是 C 相关 的 . 

当 U 由 V= 名 时 ,我 们 总 是 认为 (DV,p) 和 (CV,y) 对 于 任意 的 r+ 是 C" 相关 
的 . 

定义 1.3 设 和 MM 是 n 维 拓扑 流 形 , 假 定 -x 二 (CC :axaE7T 是 妈 的 
坐标 卡 的 一 个 集合 ,并 且 满 足以 下 条 件 : 

(1){U。: a € 7T) 构成 流 形 M 的 一 个 开 履 盖 ; 

(2) 属于 .wz 的 任意 两 个 坐标 卡 都 是 C" 相关 的 ; 
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(3)-x 是 C" 极 大 的 , 即 :如 果 (U,9) 是 MM 的 一 个 坐标 卡 , 且 (U ,9) 与 -x 中 
的 每 一 个 成 员 都 是 C" 相关 的 , 则 ( ,JJ 必 属 于 zx. 

此 时 我 们 称 坐 标 卡 集 -ez 为 流 形 M 上 的 一 个 C" 微分 结构 ; 当 7 = oo 时， 
-oz 称 为 M 上 的 一 个 光滑 结构 ; 当 ”- 一 时 ,ez 称 为 M 上 的 一 个 解析 结构 . 

由 定义 可 知 , 当 7 二 0 时 ,zx 恰好 是 流 形 M 上 全 体 坐 标 卡 的 集合 . 一般 说 
来 , 当 r 之 1 时 ,M 上 的 C’ 微分 结构 .ex 只 是 M 上 的 坐标 卡 集 合 的 一 个 子 集 . 

在 定义 1.3 中 ,条 件 (1),(2) 是 本 质 的 .我 们 有 下 面 的 命题 . 

命题 1.1 设 -ez 是 M 上 满足 定义 1. 3 中 的 条 件 (1),(2) 的 一 个 坐标 卡 
集 , 则 在 M 上 存在 唯一 的 一 个 C" 微分 结构 -er 过 -er 

证 明 设 zx 是 与 -ez 中 每 个 成 员 都 是 C" 相关 的 坐标 卡 的 集合 , 则 -ez 
C xy ,因此 定义 1.3 中 的 条 件 (1),(3) 对 于 坐标 卡 的 集合 .ez 显然 是 成 立 的 . 
至 于 条 件 (2), 只 要 证 明 : 若 (U,9),(V,y) 是 M 的 两 个 坐标 卡 , 它 们 与 -x 中 
每 个 成 员 都 是 C" 相关 的 , 则 它们 彼此 必定 是 C" 相关 的 . 该 断言 的 证 明 留 给 读 
者 作为 习题 . 

假定 -ez 是 另 一 个 包含 wv 在 内 的 C' 微分 结构 , 则 -em 的 成 员 与 -er 的 
每 一 个 成 员 都 是 C" 相关 的 ,由 .ez 的 定义 可 知 -er Cz. 设 (U,9) € zy, 由 于 
71 CY, 故 (U,9) 与 -oz 的 每 个 成 员 都 是 C" 相关 的 ;根据 C 微分 结构 -ez 
的 C 极 大 性 ,得 知 (CD E -om 即 .or Co, 因此 -oz 一- 

命题 1. 1 指出 了 在 流 形 M 上 给 定 C" 微分 结构 的 方法 , 即 : 只 要 在 M 上 指 
定 一 组 坐标 卡 {(U;,8) : i € 1} ,使 得 {U;} 构成 M 的 开 覆 盖 , 并 且 这 些 坐 标 卡 
彼此 是 C" 相关 的 , 则 在 M 上 就 唯一 地 确定 了 包含 {(U,;,p) :iE 7) 在 内 的 CC 
微分 结构 . 

定义 1.4 设 M 是 一 个 2 维 拓扑 流 形 , 若 在 M 上 指定 了 一 个 Cr" 微分 结构 
-7 , 则 称 (CM -ez 为 一 个 维 C’ 微分 流 形 . 属于 -ez 的 坐标 卡 (U ,9) 称 为 该 微 
分 流 形 的 容许 坐标 卡 . 

当 7 二 品 时 , 称 (M,.ex) 为 光滑 流 形 ; 当 7 一 w 时 , 称 (CM, er) 为 解析 流 
形 . 

我 们 以 后 也 常常 简单 地 称 MM 为 一 个 n 维 C' 微 分 流 形 , 此 时 认为 在 M 上 已 

经 取 定 了 一 个 C' 微分 结构 ,并 且 把 M 的 容许 坐标 卡 简称 为 微分 流 形 M 的 坐 
标 卡 ,相应 的 容许 局 部 坐标 系 就 简称 为 微分 流 形 的 局 部 坐标 系 . 

例 1 ?72 维 欧 氏 空 间 R". 

取 志 三 R",2 :LV7 一 人" 是 恒 同 映射 , 则 R* 上 由 {((,o2)} 生 成 的 光滑 结构 称 
为 及 " 的 标准 光滑 结构 . R" 关于 标准 光滑 结构 成 为 ” 维 光 滑 流 形 .在 第 一 章 8$ 3 
所 定义 的 曲 纹 坐 标 系 恰 好 是 属于 标准 光滑 结构 的 局 部 坐标 系 . 

例 2 在 R= 二 R' 上 可 以 构造 不 同 的 光滑 结构 . 
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设 坐 标 卡 (U ,9) 如 例 1 所 示 , 此 时 假定 n == 1, 所 生成 的 光滑 结构 记 为 
7. 
为 取 V = 二 R, 定 义 同 胚 y:V 一 R 为 
yrX)=7x, VrEV, 
则 (CV ,y)) 在 R 上 决定 了 另 一 个 光滑 结构 -er:. 
很 明显 ,x 和 wv; 是 两 个 不 同 的 光滑 结构 . 实际 上 ,坐标 卡 (U,9) 与 (V， 
y) 不 是 C” 相关 的 ,因为 坐标 变换 p。y7'! : R 一 R 的 表达 式 是 
r= Vy, 
它 在 y = 0 处 不 是 连续 可 微 的 . 
例 3 久 维 球面 S*= (xz:zXE€ER"t!, 有 |x| = 1). 
由 于 R"” 是 Hausdorff 拓扑 空间 , 故 S" 作为 R"1! 的 拓扑 子 空间 也 是 . 
Hausdortff 的 . 
对 每 一 个 a,1 三 a 过 nn 十 1, 令 
Uz = {zl Tt) ES rx" > 0)}, (1. 5) 
U7 = {zy Tt) ES ze<0O | (1. 6) 
注意 到 ,Ur ,Vz 分 别 是 球面 5S” 与 半空 间 
((Z Tt) EGR: x > 0) 
和 . 
{ (Xl, ,rt1) E€ R"+! : XC 二 0} 
的 交 , 故 它们 是 S” 的 开 集 ,并 且 


n 二 1 
S"=U(Ur UU ). 
a=1 
定义 映射 gr : Ut 一 R" ,使 得 


on (ZX! ,TX" | 1) 一 (Z 人) (1.7) 
其 中 之 表示 把 分 量 x* 去 掉 ; 同 样 ,定义 映射 % : U7 一 R", 使 得 
2 区 (Xl, ,AID) 一 (2 人) (1. 8) 


这 样 ,gr (U2 ) 和 9 (U。) 都 是 R" 中 的 单位 圆 盘 ,并 且 (Ut ,gt ), (Uz ,gi ) 都 是 
球面 5S” 的 坐标 卡 .映射 gt ,9 的 几何 意义 是 将 半球 面 Vz ,U7 沿 x"- 轴 投影 到 
平面 x* 一 0. 

当 a 关 BB 时 ,Uz 1 Uj ,Ur 站 Ug ,U7 nz 均 为 非 空 开 集 .以 Uz 站 Ug 
为 例 , 我 们 把 坐标 变换 

pr °° Gp) :Ga Ut NN UF) > GU NN Us) 

和 Gp °° Gi) (Or MN UF) > Go (UH MN Ug) 
具体 地 写 出 来 ,其 余 的 坐标 变换 公式 留 给 读者 自己 去 写 . 
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nn 十 1 
不 妨 设 a 一 6, 则 对 于 (zz ,…,zx"T1)EU+tNUs 有 DD》 Cx):?=1, 且 x'>> 


: 7=1 
0 ,2 < 人 0 ， 于 是 
on ° (G3) (ZL ,他 ,Tt1) 
= | 2 一 /1 一 »》) (Xx) , Tht ,2+1 9 (1. 9) 
7 天 有 
Ga o (GH) 一 (ZL 个?+1) 
=| ae ] 一 >， (Z7)2 Tt, LE, Tt! 。 (1. 10) 
7 


很 明显 ,Gt 。(gp ) 和 9g。(qt) :分 别 是 (zz 38,… x"T1) 和 (xz!，… 2， 
…,z"11) 的 光滑 函数 ,因此 (Ui ,qt) 和 (U5 ,gz ) 是 C~ 相关 的 . 同样 道理 ,其 祭 
的 坐标 卡 彼此 都 是 C~ 相关 的 ,所 以 
{(Ut ,RU GR) :1 SASnt+1) 
在 S" 上 决定 了 一 个 光滑 结构 ,使 8" 成 为 一 个 n 维 光滑 流 形 . 
例 4” 实 射影 空间 RP". 
实 射 影 空间 RP" 是 指 十 1 维 向 量 空间 R"+! 中 全 体 一 维 线性 子 空间 组 成 
的 集合 . 更 形式 地 ,在 R"r'\{0) 中 定义 一 个 等 价 关系 : 设 u,v€ RerN(0) , 则 zx 
与 v 等 价 ( 记 成 ~v) 当 且 仅 当 存在 非 零 实 数 1, 使 得 x = 加 .也 就 是 说 ,把 共 
线 的 两 个 非 零 向 量 称 为 等 价 的 . 很 明显 ,RP" 恰好 是 R"+1\{0) 在 上 述 等 价 关 
系 一 下 的 等 价 类 的 集合 ,RP" = Re+IN(O 一 
用 x :RerIN(0O) > RP" 表示 典型 投影 , 记 x(v) = [o] 为 非 零 向 量 w 所 张 
的 一 维 线性 子 空间 , 即 v 所 在 的 ~ 等 价 类 . 在 RP" 中 取 商 拓扑 , 即 U 是 RP 中 
的 开 子 集 当 且 仅 当 完全 北 象 x-1(U) 是 Re+IN{0} 中 的 开 子 集 . 
注意 到 任意 一 个 一 维 子 空间 与 单位 球面 8" 有 两 个 交点 ,所 以 实 射影 空间 
RP" 可 以 看 成 单位 球面 $" CR"+1 在 对 径 点 等 同 下 的 结果 . 无 论 采 取 哪 一 种 看 
法 ,都 能 明显 地 看 出 RP" 是 Hausdorff 拓扑 空间 (参看 § 5,1°). 
设 i | 
U, = (rly rt) |]: (rl Xl) € 及 "+1,ze 天 0}, (1.11) 
则 
AX (Ui) = (rl, Tt1) € Rt1,r" #0), 
故 U。 是 RP" 的 开 子 集 , 并 且 {U,: 1 过 a 过 十 1) 构成 RP" 的 开 覆 盖 . 
定义 映射 J : U。 一 R", 使 得 
办 ([Cz rt1)]) 一 Z ,< 1 (1. 12) 


Xz xX xX 


显然 J 是 1 一 1 的 ,因为 Jy,。 有 逆 映 射 
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ek »y”) 一 [ Cy! ,ee ,yy ,多 ) |. 
实际 上 ,y, 的 几何 意义 是 将 U0 的 元 素 ( 即 有 "+: 中 经 过 原点 的 一 条 直线 ) 对 应 
于 它 和 平面 x* = 1 的 交点 ,所 以 从 直观 上 容易 看 出 y。 和 它 的 首 映射 由: 是 连 
续 的 , 故 J : U。 一 R" 是 同 胚 . 严格 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
将 坐标 卡 (U。,y.) 的 局 部 坐标 系 记 作 .7 = 云 , 则 坐标 变换 
pao pF! : (Un Up > YaelU, fN Up) 


的 表达 式 是 
必 ” 二 上 /天 wa,0， 
a€ 
- (1.13) 
gel 


因此 (UV,Y) 与 (Up,Ys) 是 C” 相关 的 .坐标 卡 集 {(U6,Y.) : 1 三 a 达 nn 十 1) 决 
定 了 RP” 上 的 光滑 结构 ,使 RP" 成 为 n 维 光 滑 流 形 . 

例 5 积 流 形 . z 

设 M,N 分 别 是 m 维和 维 光滑 流 形 , 它 们 的 光滑 结构 分 别 是 

= (Us :aED) 和 i= {Vp) :i € 1,), 
那么 , {U。X V;: a € ,i € 2) 是 拓扑 积 M XN 的 一 个 开 覆 盖 . 对 每 一 对 指 
标 
(a,1) ET, XJ,, 
定义 映射 4 X J :UXV 一 R”" 如 下 : 
(2 X pT,Y) 一 (PCz) WOy))，V Cry) EU XVi. (1.14) 
很 明显 ,9 X 内 是 从 Us。X Vi 到 9(U。) X 内 (Vi) 的 同 胚 . 由 于 当 
U.NUs#8, ViNV#AG 
时 有 i 
(XP) Gp XS) = GG) X Yio), 
故 (U。X Vi,p X 风 ) 与 (Up XVj,9s X yi) 是 C” 相关 的 .这 样 ， 
{(Us XVip XS) :a ETiEL,) 

在 M x N 上 决定 了 一 个 m 十 n 维 光滑 结构 ,使 M XN 成 为 m 十 维 光滑 流 
形 , 称 为 M 和 的 积 流 形 . 

例 6 > 维 环 面 T. 

1 维 单位 球面 83: 有 例 3 给 出 的 光滑 结构 ,成 为 1 维 光滑 流 形 所 谓 -~ 维 环 
面 就 是 > 个 58: 的 积 流 形 7” = S! X… XxX S'(r 个 ). 

r 维 环 面 六 还 有 另 一 种 构造 的 方法 .在 R" 中 定义 如 下 的 关系 : 设 

(Ti T), (yy ) ER", 
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则 (zz ) 一 《yy ,…,y ) 当 且 仅 当 和 三 zzmod 1,1 委 ;过 一 显然 ,一 是 一 
个 等 价 关 系 , 环 面 7" 恰好 是 R’ 关 于 等 价 关系 ~ 的 商 空间 有 R"/ 一 . 关于 这 种 构 
造 方法 的 详细 情形 参看 § 5,2°. 

例 7 开 子 流 形 . 

设 履 是 m 维 光滑 流 形 ,光滑 结构 为 .x = {(U。,9.) : aE 7T). 设 V 是 MM 的 
一 个 开 子 集 , 令 z 

V. = U, fTV, 

则 {V。: a € 7} 构成 拓扑 空间 V( 具 有 从 M 诱导 的 拓扑 ) 的 开 覆 盖 . 令 

yi = fly: Vo > RR", 
则 ys 是 从 V, 到 yg(V.) = 一 (Yo CR” 的 同 胚 . 当 

VfiVe=U, /UeN VEG 
时 ,坐标 变换 为 
加。 pe =p.° pp [gv Nv ， 

故 它 们 是 C” 映射 .所 以 {(Y 加) : eaE 7 决定 了 TY 的 一 个 光滑 结构 ,使 六 成 
为 m 维 光滑 流 形 , 称 为 M 的 一 个 开 子 流 形 . 

例 1, 例 3, 例 4, 例 5 中 的 微分 流 形 实际 上 都 是 解析 流 形 . 在 $5 将 给 出 的 
许多 例子 也 是 解析 流 形 . 由 于 在 本 书 范围 内 所 叙述 的 结果 不 涉及 流 形 的 解析 
性 ,所 以 我 们 只 谈论 流 形 的 光滑 结构 ,尽管 它们 也 可 能 有 解析 结构 . 关于 微分 
流 形 的 更 多 的 例子 将 在 5 中 介绍 . 
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设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 在 流 形 M 上 首先 能 够 引进 的 概念 是 光滑 流 形 M 
上 的 光滑 卫 数 . 

假定 了 : M 一 R 是 定义 在 流 形 M 上 的 连续 函数 ,对 于 光滑 流 形 M 的 任意 
一 个 容许 坐标 卡 (C ,9),f。y 1! 成 为 定义 在 欧 氏 空间 R” 的 开 子 集 gCU) 上 的 连 
续 函 数 ,因而 该 函数 的 连续 可 微 性 是 可 以 定义 的 . 我 们 就 利用 f。y! 的 连续 可 
微 性 来 定义 函数 f 的 连续 可 微 性 . 

定义 2.1 设 / : M-~R 是 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 连续 函数 . 若 在 点 zE 
M ,存在 M 的 一 个 容许 坐标 卡 (U ,9) ,使 得 zx EU, 且 fo。9 1!1: yp(UVU) 一 R 是 在 
尽 VCZ) 处 光滑 的 函数 , 则 称 函 数 了 在 点 xz 处 是 光滑 的 . 

需要 指出 的 是 ,函数 f 在 点 工 处 的 光滑 性 与 容许 坐标 卡 (U,y) 的 选择 无 
天 . 硅 有 另 一 个 容许 坐标 卡 (V,y) ,使 得 x EV, 则 U 站 V 是 MM 的 非 空 开 子 集 . 
映射 /。y 7!' 在 开 集 y(U 站 V) C R”" 上 的 限制 可 以 表示 为 

(fey Nwnw = (foF) gonvw °° (Pp° YW) jwunm， 
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由 于 坐标 卡 (U0 ,9) 和 (V,y) 的 C” 相 关 性 ,映射 

(peop Nony :YU (NV) > 9¢U NV) 
是 光滑 的 . 根据 复合 函数 求 导 的 链 法 则 ,函数 f。y 在 点 Jy(z) 的 邻 域内 是 光 
滑 的 当 且 仅 当 函数 了。 和 在 点 8xz) 的 邻 域内 是 光滑 的 . 

定义 2.2 设 f:M 一 R 是 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 连续 函数 .知人 在 每 
一 点 ZE M 都 是 光滑 的 , 则 称 f 是 流 形 M 上 的 光滑 范 数 . 

光滑 流 形 M 上 全 体 光 滑 函 数 的 集合 记 作 C~(M). 函数 的 加 法 和 乘法 在 
c”(M) 中 是 封闭 的 ,因此 C~CWM) 在 代数 上 是 一 个 环 . 

我 们 把 定义 在 点 zE M 的 邻 域内 且 在 点 工 处 光滑 的 函数 的 集合 记 作 C>. 
属于 CY 的 两 个 函数 可 能 有 不 同 的 定义 域 . 因此 我 们 约定 : 若 /1,g EC , 则 /了 
十 gj.gs 看 作 在 上 和 8 的 定义 域 之 交 上 有 定义 的 函数 . 显然 ,仍旧 有 上 /了 十 8， 
f. gE€ C7. 注 意 到 CY 关于 加 法 不 构成 群 ( 因 为 在 上 述 加 法 运算 下 ,一 个 元 素 
的 逆 元 素 无 法 确切 地 定义 ), 因 而 更 不 是 一 个 环 , 但 是 CY 关于 上 面 所 约定 的 
运算 有 交换 律 和 分 配 律 . 

流 形 的 实质 就 是 在 局 部 上 可 坐标 化 的 拓扑 空间 . 我 们 的 研究 对 象 定 义 在 
整个 空间 上 ,而 着 眼 点 却 是 局 部 坐标 域 . 因此 ,把 在 局 部 上 定义 的 对 象 扩 展 成 
全 局 定义 的 对 象 是 十 分 重要 的 步骤 . 主要 工具 之 一 是 下 面 的 引 理 所 叙述 的 “ 截 
断 函 数 ” 

引 理 2.1 设 B0D,B(G:) 是 R" 中 以 原点 为 中 心 的 两 个 同心 球 , 且 7 一 
rs, 则 有 函数 € C~(R") ,使 得 : 

有 so) 1, Flego, = 0. 


证 明 首先 定义 函数 gg:R 一 及 ,使 得 


1 . 
a rr ri, 
g(X) 一 4e |! 2 (2.1) 


0， 工 委 拷 或 之 关 . 
由 于 g 的 各 阶 导 数 当 z 一 十 0 及 工 一 过 一 0 时 的 极限 缘 为 零 , 故 85 是 及 上 
的 光滑 函数 , 且 它 在 区 间 (?,ri) 内 取 正 值 ,在 该 区 间 外 的 值 为 零 ( 参 看 图 6). 
其 次 , 令 
| scodz 


G(X) 二 过- 一 ， (2. 2) 
| gC)dz 
则 G 仍然 是 R 上 的 光滑 函数 ,并 且 


1， rri, 
G(X) = 


2 
0， 工 之 7 


为 得 到 引 理 所 要 求 的 函数 ,只 要 取 
Fr ,eT) = G(T 十， 十 (Cz2)2) (2. 3) 


就 行 了 . 

引 理 2.2 设 U,V 是 光滑 流 形 M 的 两 个 开 子 集 ,0 是 紧 致 的 ,并 且 D 站 
V = 名 , 则 存在 光滑 函数 f € C™ (CM) ,使 得 flv 二 1,fljy 三 0. 

证 明 ”由 于 UN 站 V= , 故 0C MMNV. 对 于 任意 一 点 p ED, 必 有 开 邻 
域 U0,,W,, 使 得 

pEU, CU, CW,CW,CZ,CMYV, 

其 中 2Z, 是 点 zp 的 一 个 坐标 邻 域 ,其 坐标 映射 为 .不 妨 假定 多 (UV,) 和 9,(W,) 
是 R" 中 以 原点 为 中 心 的 两 个 同心 球 域 . 根据 引 理 2.1, 存在 函数 『,E€ 
C”( 及 ") ,使 得 


F,|y ow,) = 1， 下 Re ow,) = 三 0. 
今 
F,(9,(7r)), VrEZ,, 
f,(zx) -| 人 (2. 4) 
0， VZ 人 GZ， 


则 容易 验证 ff, € C™(M), 且 flv, 二 1,f,|mw, 二 0. 
由 于 U 是 紧 致 的 ,在 开 覆 盖 {U,: p €E DUD} 中 必 存 在 有 限 子 覆 盖 , 记 作 
{Us :1 研 a 二 7), 它 们 所 对 应 的 光滑 函数 族 记 为 {f, : 1 三 a 达 7). 令 
1 一 1 一 (一 广 )，…… (1 一 三)， (2.5) 
那么 f.E C™(M); 并 且 当 xz EU 时, 必 有 某 个 指标 a4, 使 得 x €E U,, 于 是 f(zx) 
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-一 1,f(z) -一 1; 当 二 和 V 时 ,xz a Wo,,y a, 攻 f(x) 一 0 V a, 因 此 f (zx) 一 0. 
证 毕 . 

利用 引 理 2. 2, 在 点 工 处 光滑 的 函数 很 容易 扩充 成 定义 在 整个 光滑 流 形 
M 上 的 光滑 函数 . 

定理 2.3 设 U 是 光滑 流 形 MM 的 一 个 开 子 集 ,f E C™(0), 则 在 任意 一 点 


p EDU, 必 有 点 p 的 一 个 邻 域 V CU, 以 及 光滑 函数 Fe C” (CM) ,使 得 


f |y 一 flv. 
证 明 ”利用 流 形 的 局 部 紧 致 性 ,可 以 取 到 点 2 的 邻 域 V,W ,使 得 V 是 紧 
致 的 ,并 且 
pPEVCVCWCWCU, 
因此 VN MMW) EWN MW)= 8. 
由 引 理 2. 2, 存 在 光滑 函数 g € C™ (CM) ,使 得 
gly 三 1,， g|mw 三 0. 
令 
Foe) (2, VrEV, (2. 6) 


0， VxZzg UL 
由 于 M 是 开 集 U 与 M 瑟 的 并 集 ,而 fv 是 两 个 光滑 函数 f 和 g 的 乘积 , 故 了 


o 是 光滑 的 ;又 了 |mw 三 0;, 故 了 |mw 也 是 光滑 的 ,因此 是 光滑 流 形 M 上 的 
光滑 函数 . 当 x EV 时 ,g(x)==1, 故 


f (x) = f(z). 

引 理 2. 2 的 男 一 个 重要 应 用 是 证 明光 滑 流 形 上 的 单位 分 解 定理 , 而 单位 
分 解 定 理 是 在 光滑 流 形 上 将 各 个 局 部 构造 拼接 成 全 局 构造 的 工具 ,我 们 先 引 
进 几 个 概念 . 

定义 2.3 设 /:M 一 R 是 流 形 MM 上 的 连续 消 数 ,所 谓 了 的 支撑 集 是 指 
f 取 非 零 值 的 点 的 集合 的 闭 包 , 记 作 Supp/, 即 

Suppf = {p € M: f(p) A 0}. 

支撑 集 Suppj 的 补 集 是 M 中 使 f = 0 的 最 大 的 开 子 集 . 

定义 2.4 设 是 MM 的 子 集 的 一 个 集合 .如 果 M 中 每 一 点 都 有 一 个 邻 
域 , 它 仪 与 zs 中 有 限 多 个 成 员 相 交 , 则 称 子 集 族 3。 是 局 部 有 限 的 . 

有 限 的 子 集 族 自然 是 局 部 有 限 的 ,但 是 局 部 有 限 的 子 集 族 所 包含 的 成 员 
的 个 数 未 必 是 有 限 的 .很 明显 ,对 于 M 的 局 部 有 限 子 集 族 > 而 言 ,M 的 每 一 个 
紧 致 子 集 至 多 与 ze 中 有 限 多 个 成 员 相交 . 

定义 2.5 设 马 ,3 是 MM 的 两 个 开 覆 盖 . 如 果 对 于 > 中 任意 一 个 成 员 U， 


pT ETT TT ~ - 
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必 能 在 2; 中 找到 一 个 成 员 了 ,使 得 已 C7, 则 称 马 是 开 覆 盖 3 的 加 细 . 

下 面 一 系列 拓扑 学 引 理 是 证 明 单 位 分 解 定理 的 准备 工作 . 

引 理 2.4 设 M 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 , 则 M 的 任意 一 个 开 覆 
盖 必 定 含 有 一 个 可 数 的 子 覆盖 . 

证 明 ”因为 M 满足 第 二 可 数 公 理 , 故 M 有 一 个 拓扑 基 含 有 可 数 多 个 成 
员 , 设 为 {(V,)i<s<w: 假 定 人 0。.:aE€E7T) 是 MM 的 任意 一 个 开 有 覆盖 . 

根据 拓扑 基 的 定义 ,每 一 个 开 集 U。 必 是 某 些 V, 的 并 集 , 把 拓扑 基 {V,} 中 
几 能 包含 于 某 个 U。 中 的 成 员 的 集合 记 为 {V, } , 它 至 多 是 一 个 可 数 集 . 由 于 每 
一 个 开 集 U。 是 某 些 V。 的 并 集 , 故 {V,) 是 M 的 一 个 开 和 覆盖 . 

把 开 覆 盖 {U。: we 7) 中 包含 V, 在 内 的 开 集 记 为 U;, 于 是 {U0}i<i-。 是 MM 
的 开 覆 盖 ,并 且 它 是 开 覆 盖 {U。: a € 7) 的 可 数 的 子 覆盖 . 

引 理 2.5 设 MM 是 局 部 紧 致 的 .满足 第 二 可 数 公理 的 拓扑 空间 , 则 存在 可 
数 多 个 紧 致 子 集 {K,) ,使 得 玉 , C 天 (KR 的 内 部 ) ,并且 它们 构成 M 的 覆 
盖 , 即 M = UK.. 

证 明 ”所谓 MM 是 局 部 紧 致 的 意思 是 :每 一 点 p €E M 有 一 个 邻 域 U,, 使 得 
它 的 闭 包 U0, 是 紧 致 的 .这样 ,{U, : PE M} 自然 是 M 的 一 个 开 覆 盖 . 

由 于 MM 满足 第 二 可 数 公理 , 引 理 2.4 断言 开 覆 盖 {0, : p € M)} 必 包 含 一 
个 可 数 的 子 覆盖 , 设 为 {U0; : 1 和 ;< oo). 根 据 假定 ,每 个 5; 是 紧 致 的 . 

现在 用 归纳 法 构造 所 求 的 紧 致 子 集 KK,, 令 KK = 可. 假定 已 经 作出 紧 致 子 
集 天, ,… ,KK, ,使 得 

K;,CK,, 1<i<r—1, 

并 且 U;, CUCK,, l1<i<r. 
令 K',n = K, UU, 
K',ii 是 紧 致 子 集 , 故 在 {U;) 中 有 有 限 多 个 成 员 U,,…,U,。， 覆盖 了 K',,,, 即 


天, cU U,, 
取 Kn = UD,, 
则 天 ,+; 是 紧 致 的 ,并 且 
CRCRN Un CONnCK,,. 
由 于 {Ui} 是 M 的 覆盖 , 故 有 M 一 UK 


引 理 2.6 设 MM 是 局 部 紧 致 的 满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 , 则 MM 的 
任意 一 个 开 覆 盖 王 = (U。: a € 了} 必定 有 一 个 可 数 的 .局 部 有 限 的 加 细 开 覆 
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证 明 ”因为 M 是 局 部 紧 致 的 ,满足 第 二 可 数 公理 的 拓扑 空间 ,由 引 理 2. 
5, 存 在 可 数 多 个 紧 致 子 集 {K,) ,使 得 Ki C 天 + ,并且 MM 一 UK 令 
W,; = Ki 一 K, ,Ek = K,— kK, ,i= 1,2,, | 
其 中 规定 及 _; = K。 = .这 样 ,W; 是 开 集 ,E; 是 包含 在 紧 致 子 集 K; 内 的 闭 
集 , 故 E; 也 是 紧 致 子 集 ( 见 图 7). 


现在 一 (U。: a € 1) 是 M 的 一 个 开 覆 盖 , 故 有 有 限 多 个 成 员 Di，…， 

Um 覆盖 了 EF;, 令 : 
Vi;; = U;, (| W, l J mi, 
则 《VV;; : 1 过 J 三 m) 是 厂 ， 的 开 履 盖 . 由 于 
UE=UK,=M, 

所 以 2 = (Vi;:l1i<%, 1 三] 三 mi) 
是 M 的 一 个 可 数 开 覆 盖 , 并 且 它 是 的 加 细 开 覆盖 . 

下 面 要 证 马 是 局 部 有 限 的 . 设 pE€ MU 是 点 zp 的 一 个 邻 域 ,使 得 4 = 二 UU 
是 M 的 一 个 紧 致 子 集 , 则 在 ,中 有 有 限 多 个 成 员 构 成 4 的 开 覆 盖 . 假设 在 这 
有 限 多 个 成 员 中 出 现 指标 ;的 最 大 者 为 *, 则 ,CC 天 C Ki( 当 i 过 ss 时 )， 
故 4 己 尺 ,1. 注意 到 当 t1 宇 5s 十 3 时 ,Vy(1 过 jj 过 mr) 与 ,41 不 相交 ,因此 与 
U 相交 的 开 子 集 至 多 是 VQ 过 i 过 :十 2,1 志 ;过 mm), 即 马 是 局 部 有 限 的 . 

定理 2.7( 单 位 分 解 定理 ) ” 设 M 是 满足 第 二 可 数 公理 的 4 维 光滑 流 形 , 
= {U。: a € 7} 是 M 的 任意 一 个 开 覆盖 , 则 必 有 一 个 可 数 的 .局 部 有 限 的 加 
细 开 覆盖 怠 = {Vi :1 近 ; < 一 co), 以 及 定义 在 M 上 的 一 族 光滑 函数 (六 E 
C™“(M):1<i< oo%) ,使 得 0 过 f; 志 半 ,Supp ff; 是 包含 在 V, 内 的 紧 致 子 集 ， 


并 且 2)f = 1. 
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光滑 函数 族 {f; € C~(M) : 1 i 过 o) 称 为 从 属于 覆盖 的 单位 分 解 . 
由 于 Suppfi; CVi, 且 (Vi;: 1 二 i 人 oo) 是 局 部 有 限 的 ,所 以 每 一 点 p€EM 必 
有 一 个 邻 域 W, 使 WV 紧 致 ,因而 W 只 与 有 限 多 个 邻 域 V; 相交, 换言之 ,只 有 有 


限 多 个 函数 f; 在 点 p 不 为 零 , 故 2 fi(p) 只 是 有 限 多 项 的 和 . 


证 明 ”因为 M 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 流 形 , 故 M 必 是 局 部 紧 致 的 ,由 引 
理 2.6 开 覆 盖世 必定 有 一 个 可 数 的 .局 部 有 限 的 加 细 开 覆盖 5, = {V;: 1 过 i 
二 co}. 由 引 理 2.6 的 证 明 可 知 每 个 成 员 V; 的 闭 包 V; 是 的 紧 致 子 集 . 

现在 我 们 要 把 3 中 的 每 个 成 员 了 ,; 稍 作 收缩 得 到 Wi, 使 得 殉 ; C ,并 且 
(了 ) 仍然 是 M 的 开 覆 盖 . 为 叙述 简便 起 见 , 令 V ==W = .我们 要 用 归纳 法 
证 明 下 面 的 断言 :对 于 任意 的 r 宇 0, 存 在 开 集 W;,0 达 i 过 7, 使 得 WV; CV,, 并 
日 {(W, ,Wi 9 ,Ws Vi 9""" ) 仍 是 MM 的 开 覆 盖 . 当 7 一 0 时 ,上 述 断 言 是 目 动 成 
立 的 .下 面 假定 断言 在 >( 0) 时 为 真 ,证 明 断 言 在 > 十 1 时 仍 为 真 . 令 

W = (UW) U CU TD)， 
则 MN\W 是 包含 在 Vi C 了 + 内 的 闭 子 集 . 不 妨 假定 M\W 关 2. 因为 , 若 
MN\W = 久 , 则 可 以 在 马 中 殊 除 V,41, 于 是 马 仍 是 的 可 数 的 .局 部 有 限 的 加 
细 开 覆盖 . 因为 V,,, 是 紧 致 集 , 故 M\W 也 是 紧 致 集 . 

对 每 一 点 p E€ M\W ,可 作 z 的 邻 域 Z,, 使 得 2, 是 紧 致 的 , 且 p € 2,CZ, 
CT 这 样 ,{2, : p E M\W) 构成 MN\W 的 开 覆 盖 . 由 于 MN\W 的 紧 致 性 ,在 
上 面 的 开 覆 盖 中 可 以 取出 一 个 有 限 的 子 覆 盖 , 设 为 {2; : 1 壹 i 过 mm). 令 

W =UZ,, 
则 M\W 一 Wi C W,,i (一 Vi. ” 
很 明显 ， {W, 全 »W + SV zs} 是 M 的 开 和 覆盖 ,并 且 W, CC Vi , 故 新 
言 在 7 十 1 时 为 真 . 因此 ,根据 归纳 法 原理 ,存在 M 的 一 个 开 覆 盖 {W,) ,使 得 
多 CT Vi 

将 上 面 的 过 程 再 次 用 到 开 覆 盖 {W,} 上 ,得 到 开 覆 盖 {X,) ,使 得 对 于 每 个 
i, 有 ;CWi. 由 引 理 2.2, 在 M 上 存在 光滑 函数 JE C~(M) ,使 得 广 |x 三 1， 
filwmw 三 0; 且 0 过 下 壹 1. 这样 ,Suppfi 忆 WW; CVi. 由 于 {V;) 是 M 的 局 部 有 
限 的 开 覆 盖 , 故 在 任意 一 点 p € M, 只 有 有 限 多 个 户 , 使 得 f:(p) 和 0, 因 而 


> ) 广 (2) 是 有 限 值 .另外 ,因为 {X;) 也 是 M 的 开 覆 盖 , 故 至 少 有 一 个 六 使 得 


E Xi, 即 fi(p) 一 1. 总 之 , >)f 在 每 一 点 p E M 的 值 是 有 限 的 正 数 . 令 
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则 0 过 过 1,f;E€ CCM) ,Supp 上 CTVC 革 个 LU。 ,并 且 > =1,{f:: 


i < co } 就 是 定理 所 要 求 的 属于 开 柳 盖 之 的 单位 分 解 . 

光滑 函数 的 概念 能 够 推广 为 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 ,而 映射 的 光滑 性 
是 通过 容许 坐标 卡 把 流 形 之 间 的 映射 化 为 欧 氏 空间 的 开 集 之 间 的 映射 的 光滑 
性 来 定义 的 .下 面 给 出 确切 的 定义 . 

定义 2.6 设 MM,N 分 别 是 m 维 ,n 维 光 滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 连续 映射 . 
设 z € M, 若 存在 MM 在 点 x 处 的 容许 坐标 卡 (U,9) 及 在 点 f(z) 处 的 容许 
坐标 卡 (V ,y) ,使 得 

yf oop: opUN FIVOCR) > JyV)C RR") 

是 在 点 p(x) 处 的 光滑 映射 , 则 称 映射 了 在 点 工 处 是 光滑 的 . 若 映射 / 在 M 上 
是 处 处 光滑 的 , 则 称 / 了 是 从 M 到 的 光滑 映射 . 
很 明显 ,Wi"/ 了 .9 在 点 YCZ) 处 的 光滑 性 与 坐标 卡 ( ,六 和 (Y,%) 的 取 法 
无 关 . 

在 定义 2.6 中 取 三 及, 则 我 们 便 回 到 定义 2.1. 若 M= (a,6)(R 中 的 一 
个 开 区 间 ), 则 定义 2.6 给 出 的 光滑 映射 上 : (a,5) 一 N 称 为 光滑 流 形 N 中 的 
一 条 光滑 曲线 . 

在 拓扑 空间 之 间 可 引进 同 胚 的 概念 . 同 胚 的 拓扑 空间 有 相同 的 拓扑 性 质 ， 
因此 在 拓扑 学 中 把 同 胚 的 拓扑 空间 看 作 同 一 个 空间 . 对 于 微分 流 形 ,我 们 有 微 

定义 2.7 设 和 M,N 是 两 个 n 维 光滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 同 胚 . 如果 :M 
一 N 和 它 的 逆 上 映射 三 : 和 一 MM 都 是 光滑 映射 , 则 称 f : M 一 入 是 光滑 同 胚 ， 
或 称 /是 微分 同 胚 . 

很 明显 ,光滑 同 胚 是 光滑 流 形 之 间 的 一 种 等 价 关 系 . 我 们 所 研究 的 光滑 流 
形 实际 上 是 它 在 光滑 同 胚 下 的 等 价 类 . 

若 M,N 是 彼此 光滑 同 胚 的 , 则 在 C”(CM) 与 C~(N) 之 间 能 建立 一 一 对 
应 . 微分 拓扑 学 研究 的 就 是 微分 流 形 在 微分 同 胚 下 不 变 的 概念 和 性 质 . 因此 ， 
光滑 流 形 M 上 光滑 函数 的 集合 C”(CM) 是 首先 要 研究 的 对 象 之 一 . 

在 同一 个 拓扑 流 形 上 可 能 有 不 同 的 微分 结构 ,但 是 它们 所 构造 的 两 个 微 
分 流 形 可 能 是 彼此 微分 同 胚 的 . 典型 的 例子 就 是 》$ 1 的 例 2. 

在 $1 例 2 中 由 R 上 的 恒 同 映射 p 所 决定 的 光滑 结构 记 为 zx, 由 坐标 卡 
(V,y) 决定 的 光滑 结构 记 为 -oz 其 中 站 三 及 水 的 定义 是 
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JX) 一 工 ， VrETV. 
前 面 已 经 说 明 .er ,wv 是 两 个 彼此 非 C” 相关 的 微分 结构 (坐标 卡 (R,9) 和 
(R,y) 其 至 不 是 C 相关 的 ), 但 是 光滑 流 形 Mi = (R, em ) 和 M, 二 (R ,2x,) 
是 彼此 光滑 同 胚 的 . 实际 上 ,我 们 考虑 映射 f: Mi 一 M; ,使 得 
f(z)= Vr, VYZzEAM， 
那么 | 
yy- fg!'=id:R—R. 
由 定义 2.6 可 知 1: M1 一 M; 是 光滑 同 胚 .显然 ,f 的 逆 映 射 是 f(x) = 并， 
同样 有 
pp°f yy '=id:R—>R, 

故 f7 也 是 光滑 映射 . 因此 ,f : Mi -> M; 是 光滑 同 胚 . 

一 个 自然 的 问题 :在 同一 个 拓扑 流 形 上 ,不同 的 光滑 结构 所 给 出 的 光滑 流 
形 是 否 一 定 是 彼此 光滑 同 胚 的 ? 即 在 拓扑 流 形 上 ,所 有 可 能 的 微分 结构 在 微分 
同 胚 的 意义 下 是 否 是 唯一 的 ?要 在 微分 流 形 上 把 拓扑 结构 和 微分 结构 分 离开 
确实 是 一 个 十 分 困难 的 任务 ;在 相当 长 时 间 内 ,人 们 趋向 于 相信 在 一 个 拓扑 流 
形 上 只 能 定义 一 个 微分 结构 ,至 多 差 一 个 微分 同 胚 .但 是 ,J.Milnor 在 1956 年 
给 出 了 一 个 令 人 震惊 的 答案 ,他 在 7 维 球面 上 建立 了 一 个 怪 球 结构 , 它 与 球面 
上 标准 微分 结构 不 能 建立 可 微 同 胚 . 接着 ,Kervaire 和 Milnor 发 现在 很 多 维 数 
不 同 的 球面 上 ,微分 结构 (在 微分 同 胚 的 意义 下 ) 不 是 唯一 的 . 在 1961 年 ， 
Kervaire 发 现 了 一 个 10 维 拓扑 流 形 , 它 全 然 没 有 微分 结构 . 这 样 ,微分 拓扑 学 
成 为 独立 于 拓扑 学 的 一 门 分 支 学 科 . 直到 本 世纪 80 年 代 , 才 证 明 除了 R* 以 
外 ,所 有 的 欧 氏 空间 R" 有 唯一 的 微分 结构 ,而 R* 的 微分 结构 有 很 多 . 这 是 
Freedman 和 Donaldson 的 研究 工作 所 得 出 的 结论 . 这 些 工 作 是 十 分 精深 的 ， 
用 到 许多 当代 的 数学 工具 ,在 这 里 就 不 多 说 了 . 
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在 欧 氏 空间 R" 中 , 切 向 量 就 是 指 经 过 一 点 的 光滑 曲线 在 该 点 的 切 疝 量 ， 
实际 上 它 可 以 是 从 一 点 引出 的 任意 一 个 向 量 ,或 者 是 从 一 点 出 发 的 任意 一 条 
有 向 线段 . 这 种 在 直观 上 容易 理解 的 概念 依赖 于 欧 氏 空间 R" 本 身 所 固有 的 线 
性 结构 ,不 能 够 直接 搬 到 微分 流 形 上 来 . 但 是 ,在 第 一 章 我 们 已 经 把 欧 氏 空间 
中 的 切 向 量 进一步 描述 成 作用 在 光滑 函数 上 的 方向 导数 , 它 遵 循 对 函数 求 导 
的 法 则 ,而 且 切 向 量 与 沿 该 切 向 量 的 方向 导数 是 一 一 对 应 的 . 在 微分 流 形 上 ， 
可 微 函 数 是 有 定义 的 ,因此 在 欧 氏 空间 中 解释 为 方向 导数 的 切 向 量 的 概念 可 
以 毫 无 困难 地 移植 到 微分 流 形 上 来 . 

定义 3.1 设 M 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,x € M. 所 谓 光滑 流 形 以 在 点 z+ 的 
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切 向 量 v 是 指 满足 下 列 条 件 的 一 个 映射 v: C2 一 了: 
(1)V f,g E CY, 有 vf +g) = vf) ve); 
(2)V 1 ECrT,YVAER, 有 vAf) = 4 vf); 
(3)V f,g E C7?, 有 vf :8g)= f(x) .veg) + gr) :vf). 
条 件 (1),(2) 说 明 v 是 从 CY 到 R 的 线性 映射 ,条 件 (3) 称 为 Leibniz 法 则 . 
例 1 设 ”: (一 e,e) 一 MM 是 光滑 流 形 M 中 经 过 点 zo 的 一 条 光滑 曲线 ， 
XY(0) 二 zo, 则 曲线 7 确定 了 一 个 映射 v : C% 一 及 ,其 定义 是 


oC) 一 fF) VfEecC’, (3. 1) 


t=0 


其 中 上 是 曲线 > 的 自 变 量 , 一 s< 上 < &. 
上 式 右 端 是 有 意义 的 ,因为 了 .7y : (一 e,e) 一 R 是 在 t= 0 处 光滑 的 函数 ， 


故人 人 | 有 定义 ， 


容易 验证 映射 " 满足 定义 3.1 的 条 件 . 为 节省 篇 幅 ,我 们 只 验证 条 件 (3)， 
其 余 类 同 . 设 f,g € Cz , 故 
(fg)°7= (f°。7). (g .7), 


于 是 
d 0 -一 o e d(g »。 7) - 7 ) 0 . dC - 7) 
gf “8)°。7)= (f°。7) q+‘g°Y) 二 


让 上 三 0 则 得 


v(f .58) = f(x) 28) gro) * vf). 

因此 wv 是 流 形 M 在 点 zo 的 一 个 切 向 量 . 

例 1 所 定义 的 在 点 ze 的 切 向 量 v 称 为 光滑 曲线 7 在 点 t = 二 0 处 的 切 向 量 ， 
简 记 为 (0). 一般 地 ,曲线 7 在 t 处 的 切 向 量 记 为 YG(). 反 过 来 ,光滑 流 形 M 
在 点 zo 的 任意 一 个 切 向 量 都 可 以 看 作 光 滑 流 形 M 上 经 过 点 z 的 一 条 光滑 曲 
线 “ 在 该 点 的 切 向 量 . 为 证 明 这 个 事实 ,需要 对 切 向 量 有 更 多 的 了 解 . 首先 我 
们 证 明光 滑 流 形 M 在 一 点 zo 的 全 体 切 向 量 构成 一 个 向 量 空间 . 

定理 3.1 设 必 是 m 维 光滑 流 形 ,z。€ M. 用 了,M 表示 MM 在 点 zo 处 的 
全 体 切 向 量 的 集合 , 则 在 了 .AM 中 有 自然 的 线性 结构 ,使 得 T。 AM 成 为 m 维 向 
量 空 间 . 向 量 空间 了. M 称 为 光滑 流 形 M 在 点 zo 的 切 空间 . 

证 明 设 zoET- MER, 则 映射 zx 十 zz 定义 为 

(uv)f = wu(f) + vf), 
(Au)f = 4. ulf), 

其 中 了 ECa. 显 然 ,十 v ,hu 仍然 是 从 C> 到 R 的 线性 映射 ,并 且 满 足 Leibniz 
法 则 ,所 以 zx 十 zz € T。M. 既然 了 ,M 作为 线性 算 子 zx : C> 一 及 的 一 个 集 
合 关 于 加 法 和 数 乘法 是 封闭 的 , 它 必 然 是 一 个 线性 子 空间 , 即 它 满足 线性 空间 
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所 应 该 满足 的 公理 . 

为 证 明 dimT,M = m, 必 须 在 TM 中 找 出 由 mm 个 切 向 量 构 成 的 基底 . 设 
光滑 流 形 M 在 点 zo 的 容许 坐标 卡 为 (UV ,9) ,相应 的 局 部 坐标 系 是 xi, 即 

x(p) = (gp(p))’, VpEU. 
假定 点 zx。 的 坐标 是 (x3，,… ,zx?). 任意 固定 一 个 指标 j,1 志 7 二, 考虑 MM 中 的 
曲线 
7;: (一 se) 一 M, 

使 得 Xx'(7,;(t)) = z+ it, (3. 2) 
其 中 是 Kronecker 6- 记 号 ,曲线 7; 就 是 让 坐标 zi 变动 ,而 其 余 的 坐标 x'(i 关 
站 保持 为 常 值 zo 的 曲线 , 即 7; 是 在 局 部 坐标 系 (U ;xz ) 下 经 过 点 zo 的 第 j 条 坐 


标 曲 线 .用 35; 记 曲线 7 在 点 + = 0 处 的 切 向 量 , 即 


9 d 
二 CD =f) 


aT’ 


t=0 


”全 |- 
_9(f °° ') 


az7 


(f ° GO  )(Z0 0 十 大 0 ) 
0 


(3. 3) 


Hz0) 


由 此 可 见 ,3 在 上 的 作用 恰好 是 函数 /。y! 关 于 第 j 个 坐标 x 的 偏 导数 . 
特别 是 ,如 果 了 是 第 ; 个 坐标 函数 z', 则 有 


(zi) = 6;. (3. 4) 
ox 


下 面 我 们 证 明 :任意 一 个 切 向 量 v E€ TM 能够 用 这 澡 个 切 向 量 2 ,1 过 
j 达 r 线 性 表示 .为 此 ,我 们 首先 断言 : 切 向 量 wv € TM 在 常 值 函数 上 的 作用 
为 零 . 实际 上 ,由 定义 3.1 的 条 件 (3)， 

1) 一 (1 .1) = 2v(1), 
v(l1) = 0. 
再 用 条 件 (2) ,对 任意 的 常 值 函数 1 有 
v(A) 一 (4。1) 一 4.v(1) 一 0. 

其 次 ,我 们 断言 :对 于 任意 的 E C2 有 


f(r) = f(r) Dx’ — zx) gi(x), (3. 5) 
其 中 Bi 和 Cz , 且 
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gi(X0) = a 9 ) 一 0.(f). (3. 6) 


gx pz) dz 
这 是 第 一 章 的 引 理 2. 2 在 光滑 流 形 情 形 的 翻版 . 实际 上 ,f。y ! 是 欧 氏 空间 EE” 
中 在 点 VCzo) 处 的 光滑 函数 ,由 第 一 章 的 引 理 2. 2 得 到 
| f ° PP (ZL ,TT” ) 


. 一 上 ° RC » To” ) 十 >》 (Xx 一 Xo)hi (zl, ,TX”), (3.7) 
其 中 h; 是 在 点 PCzo) 的 光滑 函数 ,并 且 
h(xl ,x7) 一 9 op), ,7), 
Or 


令 g; = 二 hh。9; 则 (3.7) 式 化 为 (3. 5) 式 . 
现在 ,利用 切 向 量 v 所 满足 的 条 件 , 以 及 函数 f € Cz 的 表达 式 (3. 5) ,我 
们 有 


v(f) =vl 2 (Cr 一 x))g; | 
一 2 vx) g(xo) 
一 > oo) 二 —(f), 


即 v 二 2 5， (3. 8) 


其 中 wv = 二 v(x). 由 此 可 见 , 切 向 量 v 能 够 表示 成 切 向 量 才 ,1 声 i 声 mm 的 线性 


组 合 ,并 且 组 合 的 系数 v 恰好 是 切 向 量 v 作 用 在 第 ; 个 从 标 盟 数 和 上 所 得 到 的 
值 . 


这 加 个 切 向 量 ; 显然 是 线性 无 关 的 . 实际 上 ,假定 零 切 向 量 有 表达 式 
0 = De 
其 中 a € R, 将 它 作用 在 第 个 坐标 吕 数 上 则 得 
0 = > (1) 一 cb 一 ai. 
这 说 明 二 ,1 莹 i 过 m 是 线性 无 关 的 . 
综 上 所 述 ,| 入 :1 入 ;的 可 | 是 To 的 一 个 基底 , 故 dimT。M 一 


我 们 把 | 区 | 称 为 切 空间 TM 在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 的 自然 基底 , 切 向 
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量 " 展开 成 的 线性 组 合 时 的 系数 w 一 v(z') 称 为 切 向 量 v 关于 自然 基底 
9 

[过 的 分 量 

作为 例子 ,我 们 来 求 例 1 中 光滑 曲线 7 的 切 向 量 在 自然 基底 下 的 分 量 . 假 
定点 z 的 坐标 卡 是 (U ,9) , 令 

Xx(p) = (pp))', 
则 光滑 曲线 ” 的 参数 方程 是 
X= x(t) = (p70())). 
根据 定义 ,曲线 7 在 t = 0 处 的 切 向 量 是 v 二 7 (0), 则 对 于 任意 的 e C%, 有 
vf) = 0 ,Y(t)) 


dt|,o 


f og '(x!(t) "°° ,T(t)) 


dx’(0) 
mz) dt 


of -9 !) 
一 之 ， az 


zi 一 】 


因此 ,曲线 7 的 切 癌 量 v = (0) 宇 自 然 训 底 下 的 分 量 恰 好 是 出 线 7 在 相应 局 
部 坐标 系 下 的 参数 方程 的 导数 , 即 
dzx’' (0) 


v' 一 pt (3. 9) 


在 欧 氏 空间 中 ,这 恰好 是 参数 曲线 的 切 向 量 的 定义 (看 第 一 章 的 (2. 6) 式 ). 但 
是 我 们 现在 所 获得 的 微分 流 形 上 光滑 曲线 的 切 向 量 不 再 依赖 空间 有 什么 线性 
结构 ,因而 不 再 具有 欧 氏 空间 中 切 向 量 的 直观 意义 . 
现在 ,不 难 把 光滑 流 形 M 在 点 zo 的 任意 一 个 切 向 量 表示 成 流 形 WM 上 经 过 
点 ze 的 一 条 光滑 曲线 在 该 点 处 的 切 向 量 . 事实 上 , 设 v E 7,M 有 表达 式 
v 一 yo 0 pak (3. 10) 


i 二 1 


其 中 v = v(x’), 则 我 们 能 在 流 形 M 上 构造 经 过 点 ze 的 一 条 光滑 曲线 7, 其 参 
数 方程 是 


X(t) = zo + tiv". (3. 11) 
根据 (3. 9) 式 , 它 是 在 t == 0 处 的 切 癌 量 是 


, dzx'(0) 9 . 9 
”(0) 二 > ee az 之 起 az 


注意 到 曲线 7 的 切 向 量 X(0) 的 分 量 只 是 曲线 的 参数 方程 x (z) 在 :二 0 
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处 的 一 阶 导 数 , 因 此 当 经 过 点 ro 的 两 条 光滑 曲线 的 参数 方程 在 := 0 处 有 相同 
的 一 阶 导数 时 ,它们 在 zx。 处 就 有 相同 的 切 向 量 . 据 此 ,在 经 过 点 ze 的 光滑 曲线 
的 集合 忆 中 可 以 定义 如 下 的 关系 : 设 ”,”E 卫 , 则 在 点 zeoE M 的 一 个 局 部 坐标 
系 (U ;x') 下 ,它们 的 参数 方程 可 分 别 表示 为 

zx’ = x’'(t) 和 和 zx’ = X(t), 
并 且 Z (0) 一 到 (0) = xi. 
如 果 它 们 的 参数 方程 在 t = 0 处 有 相同 的 一 阶 导 数 

dz(0) _ dx’'(0) 


下 一， 1<i<m, (3. 12) 


则 称 曲线 7 和 YY 在 点 ze 处 是 相 切 的 . 容易 验证 :经 过 点 ze 的 光滑 曲线 yY,7 在 点 
zo 处 相 切 的 关系 与 点 zo 的 局 部 坐标 系 的 取 法 无 关 . 另外 ,在 曲线 的 集合 一 中 ， 
相 切 关系 确实 是 一 个 等 价 关 系 . 

前 面 的 讨论 说 明 : 流 形 M 在 点 ze 的 切 向 量 与 在 点 ze 处 彼此 相 切 的 光滑 曲 
线 集 是 一 一 对 应 的 ; 邯 在 直观 上 可 以 把 点 ze 处 的 切 向 量 看 作 在 点 ze 处 的 一 族 
彼此 相 切 的 光滑 曲线 . 这 种 看 法 在 求 切 向 量 或 切 向 量 之 间 的 关系 时 是 十 分 有 
用 的 . 

现在 我 们 来 考察 光滑 流 形 M 上 不 同 的 局 部 坐标 系 所 产生 的 自然 基底 之 间 的 
关系 . 设 (U ,gp) 和 CV,y) 是 在 点 zo 处 的 两 个 容许 坐标 卡 ,U 门 VV 关 名, 设 

zr(p) = (pg(p))’, y(p) = (J(p))’, 


其 中 peEUNV 对 应 并 的 自然 基底 分 别 记 为 吉 | 和 | 这 二 要 将 切 向 量 5 用 基 
底 | 和 } 表示 出 来 ,只 需 利用 公式 (3. 8). 于 是 


Oy’ pe azi” 
其 中 
jo up—!1 o 1 一 1 AN7 
9 (5) = ar oy ) _ py 
9y dy yx) dy pro) 
9 9 ACPo PT) 9 
所 以 一 一 一 一 二 一 一 。 一 一 . (3. 13) 
折 9y 2 9y g(x0) ax’ 


由 此 可 见 , 基 底 | 区 | 变 为 基底 | 和 } 的 过 渡 卸 阵 正好 是 坐标 变换 
pg: YUNV) > YU NV) 
在 点 VCzo) 的 Jacobi 矩阵 
jo 


Aap) 
| ay’ 
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设 切 向 量 v € 7-a4, 它 在 自然 基底 | 55 | 和 { 污 | 下 分 别 有 表 达 式 


则 Dv = Do YP) 


(3. 14) 


pz) 
因此 , 切 向 量 v 的 分 量 在 基底 变换 时 遵循 反 变 的 变换 规律 . 
切 空间 是 微分 流 形 上 十 分 重要 的 构造 , 它 是 微分 结构 的 产物 . 在 拓扑 流 形 
上 不 能 定义 切 向 量 和 切 空 s 间 的 概念 . 由 于 在 微分 流 形 的 每 一 点 都 有 切 空间 这 
样 的 线性 结构 ,线性 代数 就 成 为 研究 微分 流 形 的 重要 代数 工具 . 在 第 三 章 , 我 
们 将 展开 关于 微分 流 形 上 的 外 微分 代数 的 研究 . 在 这 里 我 们 先 介 绍 基 于 切 空 
间 所 产生 的 若干 线性 代数 的 概念 . 
定义 3.2 切 空 间 7T,M 的 对 偶 空 间 称 为 光滑 流 形 M 在 点 ze 的 余 切 空 
间 , 记 作 了 =M. 余 切 空间 72: M 的 元 素 称 为 光滑 流 形 M 在 点 xz, 处 的 余 切 向 量 . 
根据 定义 (参看 第 一 章 $4 例 2), 在 点 zo 处 的 余 切 向 量 是 切 空 间 7。 MA 上 
的 线性 阴 数 . 设 a € T*M,v € 7T,M. 为 对 称 起 见 ,我 们 把 a 在 v 上 的 值 记 为 
a(v) = (a,v), 
右 端 可 以 看 作 定义 在 7T:M x T,M 上 的 双 线 性 函数 . 
例 2 光滑 函数 了 在 点 xz。€ M 处 的 微分 df |,. 
取 定 f € Ca， 则 任意 一 个 切 向 量 v€ TM 在 f 上 的 作用 给 出 了 从 TM 
到 R 的 一 个 线性 映射 
zh v(f) ER. 
这 就 是 说 , 函数 广 E Cz> 决定 了 在 点 xz。 处 的 一 一 个 余 切 向 量 , 记 作 d7 E77 MM, 它 
的 定义 是 : 
df(v) = (df,v) = v(f). (3. 15) 
余 切 向 量 df € 72 AM 称 为 函数 了 在 点 ze 的 微分 . 
设 (U ;Zz ) 是 光滑 流 形 MM 在 点 zx, 处 的 局 部 坐标 系 ,显然 x' EE Cz. 于 是 我 们 
在 点 zo 处 有 流 形 M 的 mr 个 余 切 向 量 dzi,1 过 i 过 mm, 其 定义 是 
dzx'(v) = v(x’), VvE€ET,M. (3.16) 
特别 是 


. 9 ， .。 
dz| 翅 |= 吉 cco = 中 1 委 7)， 7 委 7 思 . (3. 17 ) 
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因此 ,{dz :1 扫 ; 雪 加 ) 是 TxM 中 与 T。M 的 自然 基底 | 2 | 对 偶 的 基底 
设 QE TxM, 则 对 于 任意 的 


有 a(v) = > va |. 

但 是 yf v4) = daw), 

故 a(v) = > dro), 

即 “一 > 。 dz (3. 18) 
所 以 , 当 余 切 向 量 “ 用 对 偶 基 底 (qx} 线性 表示 时 ,其 系数 恰好 是 “在 基底 向 量 
站 上 的 值 o| 入 | 


将 (3.18) 式 用 于 微分 df 时 ,我 们 有 
afl = Daf| | Jar = DY 


1 二 1 


dx’， 


To 


即 df |。 就 是 函数 在 点 zo 的 普通 微分 . 
在 切 空间 7 了 ,M 和 余 切 空间 72: M 的 基础 上 能 定义 在 点 zo 处 的 (r,s) 型 张 
量 , 即 它 是 空间 
Ti(z) =T, MO…BT,MOTIMOG.… TM 
的 元 素 ， ew 维 向 量 空间 ， 它 的 一 个 基底 是 


四 : “= a “Co dx’ : 1 过 iy jj Rm). 


在 点 ze 处 的 (r,s) 外 张 量 也 可 以 看 作 乘 积 空 间 
TE:MX XxX TIMXT MX. XxT.M 


上 的 -~ 十 * 重 线性 函数 . 设 <cE 了 T(zo)， 
Q 一 Qi 2 了 CO … 9 有 ® dz CO .… CO dr”, (3.19) 
其 中 
os i 9 
Qi jj = dz … ,dx ,本 | (3. 20) 


在 (3. 19) 式 中 用 了 Einstein 的 和 式 约定 .特别 是 ,在 点 ze 处 的 ~ 次 外 形式 就 是 
指 切 空间 了 .AM 上 反对 称 的 ~ 重 线性 函数 . 在 第 一 章 》4,》5 所 讨论 的 关于 张 


上 
| 
| 
| 
上 
| 
: 
: 
| 
| 
4 
| 
| 
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量 和 外 形式 的 性 质 都 可 以 搬 到 这 里 来 ,在 此 就 不 蒙 述 了 . 
光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 ,自然 地 诱导 出 在 对 应 点 的 切 空间 之 间 的 线性 
映射 .实际 上 ,车 9: M 一 入 是 从 光滑 流 形 M 到 光滑 流 形 N 的 光滑 映射 , 则 对 
于 任意 一 点 x。€ M,9 诱 导出 从 CK, 到 C2 的 映射 9* ,定义 为 
Pp° (8)=g°9, Veg EC (3. 21) 
容易 验证 pg" (8) € Cz. 这样, 对 于 任意 的 切 向 量 wE 7T,M, 可 以 定义 映射 
2.m\Z) :Cx 一 及 ,使 得 对 于 任意 的 sg E CR 有 
Prz (VIE) = v9 8) = vg ° Pp. (3. 22) 
很 明显 ,映射 9,:(v) : Cr 一 有 满足 定义 3.1 中 的 条 件 (1), (2), (3), 即 
?zo《v) 是 光滑 流 形 N 在 点 VCzo) 处 的 一 个 切 向 量 . 
定理 3.2 设 M, 六 是 光滑 流 形 ,p: M 一 NN 是 光滑 映射 ,zo€ M, 则 由 (3. 
22) 式 给 出 的 映射 g.。 : TM 一 TxsyN,vF> 9,s(v) 是 线性 映射 , 称 为 光 
滑 映射 9 在 点 ze 所 诱导 的 切 映射 . 
证 明 很 明显 , 若 设 xo € 7T,M,g € C%,, 则 我 们 有 
(puz ut vg = vg° 
=u(g ° 9) Tv(g° 9 
= (Pz (UU)) gt (Pur (v))g 
= (pix 2) 十 ps (oz))8， 
(Pz (Mu))g = (Mu)(g° 9) 
=A.u(g°9) 
一 (4。 9 (4u))g, 
其 中 4+€ R, 因 此 ， 
Prz (Uv) = pus (u) + Pz Cv), 
Px zo Mu) = A + pur (u). 
线性 映射 由 它 在 基底 向 量 上 的 值 完全 确定 , 即 线性 映射 与 它 在 给 定 基底 
下 的 矩阵 是 彼此 对 应 的 . 在 光滑 流 形 M 中 取 点 zo 的 局 部 坐标 系 (U ;xz ) ,在 光 
滑 流 形 N 中 取 点 VCzo) 的 局 部 坐标 系 (V ;y") , 则 光滑 映射 p: M -> 在 局 部 
上 可 表示 为 


》 一 (CT 7 ) ， (3. 23 ) 

其 中 yz sz) 是 定义 在 U 由 yg1(V) 上 的 光滑 函数 . 在 切 空间 TM 和 
TwoN 中 分 别 有 自 然 基底 | 纺 } 和 | 这 | , 设 

ps = DE (3. 24) 
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将 上 式 两 边 作 用 在 坐标 函数 y 上 ,由 定义 式 (3. 22) 得 到 
4 -| 起 | jy 
= ° 9) 


_ 9yf (x ,eT") 
az 


因此 , 切 映 射 ".。 在 自然 基底 | ,| 和 5 | 下 的 矩阵 恰好 是 映射 ?的 局 部 坐标 


表达 式 (3. 23) 的 Jacobi 矩阵 . 
切 映射 有 另 一 种 表示 方式 ,在 实际 计算 时 非常 有 用 . 设 v€ T。M, 则 在 M 
中 有 一 条 光滑 曲线 7:(— €,€) 一 > MM ,使 得 7(0) = Xo,7' (0) 一 U, 那么 


pra (V) = pa (7 (0)) = Fe? "7 (z)， 


(3. 25 ) 


妈 
1 d d 
ok A bk a ‘3 26) 


这 里 89。7Y:( 一 s,s) 一 入 是 光滑 流 形 N 中 经 过 点 VCzo) 的 一 条 光滑 曲线 . (3. 
26) 式 的 意义 是 2.。 把 曲线 7(z) 在 上 三 0 处 的 切 向 量 映 为 曲线 P。7Y() 在 上 一 
0 处 的 切 问 量 . 该 式 的 成 立 是 明显 的 . 任 取 g € Cz,), 则 由 (3. 22) 和 (3. 1) 式 得 
到 


d d 
CE A EA 


d 
= gp°7() 一 下 | ep*70)) 


- El YG) Cg)， 
故 有 (3. 26) 式 . 
例 3 切 空间 了 7 了,M 中 不 同 的 自然 基底 之 间 的 关系 可 以 看 作 从 光滑 流 形 
M 到 上 自身 的 恒 同 映射 在 点 zo 的 切 映 射 (仍旧 是 恒 同 映射 ) 在 这 两 个 自然 基底 
下 的 表示 . 设 (Z,PD，,(7 ,0 是 光滑 流 形 M 在 点 zo 的 两 个 容许 坐标 卡 , 记 
Tp)= pp), yp)= 8)), VpEUANMNTV, 
则 由 (3. 24) 式 得 到 


(3. 27 ) 


其 中 
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| Qz7(y1L 
4 一 2 (3. 28) 
9y pro) 


这 里 x (y ,…,y”) 是 恒 同 映射 id 的 局 部 坐标 表示 : 
XYy! ,ee »y”) 
=(p° 1d oY) (Cy, ,y”) 
=(p9°f (ye, y”), 
即 放 (yy ,…,y"”) 是 从 (UNV;y) 到 (UV;z’) 的 局 部 坐标 变换 . (3. 27) 式 和 
(3.13) 式 是 一 致 的 . 
例 4 切身 量 v € 7,M 在 复合 函数 上 的 作用 . 
设 f EC™”(R),g1,… ,8, EC (CM), 则 
F= f(g ,8g,) €E C™”M). 
设 v ET M, 则 我 们 有 
v(F) = YY cg (3. 29) 


< dy (g] (zx0),*** ,g(x0)) 
在 欧 氏 空间 中 ,上 式 恰恰 是 对 于 复合 函数 下 求 方向 导数 的 链 法 则 . (3. 28) 式 
成 立 的 理由 如 下 : 
我 们 把 C 二 (gi,…,g,) 看 成 从 M 到 了 "的 光滑 映射 ,于 是 下 = f。G, 因 
此 
v(F)= vf 。G) = (Gv)f. 
将 R 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 记 作 {y*), 则 


- 
G.v 一 (Gv)(y) 一 
"一 之 人 
- 
一 “。G)— 
2 ) Fy 
- 
一 278) Fy 


oF) = DH ve). 


切 映射 9.,,: T,M 一 TwiyN 所 诱导 的 余 切 空间 之 间 的 线性 映射 

9” : TioN > T:M 称 为 余 切 映射 ,定义 为 : 
(9 a) (v) = al(g,, (v)), (3. 30) 
其 中 a € TksN,v E€ TM( 参 看 第 一 章 $ 5,(5.22)). 余 切 映射 9* 在 对 侦 基 


底 {dy"), {dw) 下 的 抢 阵 仍然 是 映射 9 的 局 部 坐标 表达 式 的 Jacobi 矩阵 |. 
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实际 上 ,根据 (3.18)、(3. 24)、(3. 30) 式 有 


m 3 
入 dy = (2 dy)| 霹 | dx 


S a 9 1 
-el | 
SN] 
一 2 dz。 (3. 31) 
例 5 设 p: M 一 NN 是 光滑 映射 ,zo。€ M,f € C2; 则 df € TisN， 
9 df €E TiM. 假 定 (0;z') 是 点 zo 的 局 部 坐标 系 ,(V ;y") 是 点 YXzo) 的 局 部 坐 
标 系 , 且 


Sa 
df 一 2 yy | wd” 
由 df = a oy 
则 9p*df = 2 了 。 2 dz 
a(f 。9) 
> az d 
~d(f °。 9). (3. 32) 


由 此 可 见 , 余 切 映射 pq* 在 函数 f 的 微分 4f 上 的 作用 恰好 是 复合 函数 1。9 的 
微分 . 

最 后 我 们 要 提 一 下 复合 映射 的 切 映 射 和 余 切 映射 的 链 法 则 ,其 证 明 留 给 
读者 作 练 习 . 

定理 3.3 设 1:X 一 了 ,g :了 一 Z 分 别 是 光滑 流 形 X,Y,Z 之 间 的 光滑 
映射 , 则 复合 映射 a。f : XX 一 Z 的 切 映 射 和 余 切 映射 服从 下 列 链 法 则 : 

(Dlg°f)sp = gf fo: TAX> TimZ, VPEX; 

(2)(g 0)*=f* og :Ti ZZ > T*X, VpEeEX. 

要 注意 的 是 , 余 切 映射 的 方向 与 原 映射 的 方向 是 相反 的 ;复合 映射 的 余 切 
映射 作为 原 映 射 的 余 切 映射 的 复合 映射 时 ,复合 的 次 序 是 倒 过 来 的 . 
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在 本 节 , 我 们 要 研究 光滑 流 形 之 间 的 一 种 特殊 的 光滑 映射 /:M -> N ,使 
得 在 此 映射 下 ,至 少 是 M 在 每 一 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域 能 够 一 一 地 映 为 N 的 
一 个 子 集 , 从 而 可 以 把 该 邻 域 与 它 在 下 的 象 等 同 起 来 . 这 种 映射 能 够 用 它 的 
秩 来 刻画 . 

定义 4.1 设 M 入 分 别 是 m 维 入 维 光滑 流 形 ,f : M 一 入 是 光滑 映 
射 . 设 ze E M,f : TM—> Ta syN 是 切 映 射 . 象 子 空间 f .7 (TM) 的 维 数 
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称 为 映射 在 点 zo 的 秩 , 记 为 rk, (了 ). 
很 明显 ,rk。(P 过 min (m,n). 
夺取 MM 在 点 ze 的 局 部 坐标 系 (Uiz) , 取 N 在 点 f(zxo) 的 局 部 坐标 系 (T; 
y”), 则 zk。(CP 恰好 是 在 切 向 量 


ar! 
的 集合 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 , 或 映射 f 的 局 部 坐标 表示 式 的 Jacobi 矩 
阵 的 秩 : 
ax z, 


一 般 说 来 ,光滑 映射 了 在 各 点 的 秩 未 必 是 相同 的 .但 是 ,如 果 f 在 点 xz, 的 
秩 达 到 最 大 值 min (m,n), 则 f 在 点 zo 的 一 个 邻 域内 必 有 相同 的 秩 min Cm， 


rk, (f) = rank 


rk, (f) = k= min(m,n) 
时 ,Jacobi 矩阵 | 32| 有 一 个 h 阶 子 式 在 点 zu 不 为 0. 由 于 该 子 式 连续 地 依赖 于 


点 zo, 所 以 它 必 在 x 的 一 个 邻 域内 处 处 不 为 0, 然 而 Jacobi 和 矩阵 (人 3) 没有 十 


1 阶 以 上 的 子 式 , 故 f 在 该 邻 域内 的 秩 均 为 . 

很 明显 ,车 式 ;,f =m, 则 切 映射 ,。 是 非 退 化 的 ( 即 f,。 必定 把 非 零 切 向 
量 映 为 非 零 切 向 量 ); 反 之 亦 然 . 此 时 已 假定 m 过 n. 我们 要 叙述 两 个 十 分 有 用 
的 定理 ,它们 是 欧 氏 空间 中 的 反 函 数 定理 (第 一 章 § 3, 定 理 3. 2) 的 翻版 和 应 
用 . 

定理 4.1 设 MM,N 是 两 个 n 维 光滑 流 形 ,f : MN 是 光滑 映射 , 若 映 身 
了 在 点 Xo € M 的 秩 为 n, 则 必 有 MM 在 点 Xo 的 一 个 邻 域 U ,使 得 V = f(U) 是 
N 在 点 f(zo) 的 邻 域 ,并 且 flo : U 一 V 是 光滑 同 胚 

证 明 ” 取 光 滑 流 形 M 在 点 zo 的 容许 坐标 卡 ( 亡 ,Po 以 及 光滑 流 形 N 在 点 
f(zo) 的 容许 坐标 卡 (Y,y) ,不 妨 设 (DD) C 六 . 由 光滑 映射 的 定义 ,映射 

f= f og :oO0) > J CR 
是 光滑 的 ;由 于 rk, (f) 二 ,映射 在 点 PCzo) 的 Jacobi 行 列 式 不 为 0. 根据 第 
一 章 的 定理 3.2, 分 别 存在 点 9(zxo) 的 邻 域 U' Cg) 和 点 J(f (zo)) 的 邻 域 区 
C glV) ,使 得 映射 上 jw : U' 一 V' 有 光滑 的 逆 映 射 (F107 : VU, 即 了 | 
是 光滑 同 胚 . 

令 U = DO (CD) 一 Jy  (' ), 则 U,V 分 别 是 M,N 在 点 Zo» (xo) 的 邻 
域 ,并 且 
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f= lef pop:U>V 
是 光滑 同 胚 . 
定理 4.2 设 MM 是 m 维 光滑 流 形 ,N 是 维 光滑 流 形 ,m 二 n. 设 f:M 一 
NN 是 光滑 映射 . 如 果 切 映射 f, 在 点 p E M 是非 退化 的 , 则 存在 点 2 的 局 部 坐 
标 系 (U ;zx ) 及 点 9 二 f(2) 的 局 部 坐标 系 (V;y") ,使 得 AGO) CV, 并 且 映 射 
1 |r 的 局 部 坐标 表达 式 为 : 
y° f=Yz’, 1 i 志 m, 
y°。f=0, m 十 1 三 vn. 
这 意味 着 映射 /把 坐标 域 吕 单 一 地 上 映 入 到 六 的 一 个 局 部 坐标 面 内 ,而 且 在 这 
样 的 局 部 坐标 系 下 ,映射 f 在 局 部 上 表现 为 坐标 的 恒 同 映射 . 
证 明 取 光 滑 流 形 M 在 点 2 的 局 部 坐标 系 (U ;xz ) 及 光滑 流 形 N 在 点 9 一 
f(p) 的 局 部 坐标 系 (V;y"), 且 fA(UVU) CV, 则 映射 flu 的 局 部 坐标 表达 式 为 
y" = f"(z! ,7”), 1 过 a 过. 
假定 x (p) 一 0,y (9) = 0. 已 假定 切 映射 f, 在 点 2 非 退 化 , 故 不 妨 设 Jacobi 
行列 式 
aCf' ,f°) 0. 


Als zy | 
考虑 R”” 中 的 方 体 
Tm = (rT) : |r | om+1<v Rn), 
其 中 9 是 一 个 充分 小 的 正 数 . 在 适当 缩小 点 p 的 邻 域 口 之 后 ,可 以 定义 光滑 映 
射 


~ 


1 :UXT n>V, 


fi(xl yz 一 f' (zx!,.… ,7X”), 
户 (zl ,7 ) 一 十 f(x! "°° 7 ) 9 
其 中 1 二 i 过 mm 十 1 志 v 声 nn. 显然 ,映射 的 Jacobi 行列 式 在 点 Z“ 一 0 的 
某 个 邻 域 上 是 光滑 同 胚 . 
不 妨 设 U,V ,6 充分 小 ,使 得 / :UX I 一 V 是 光滑 同 胚 ,于 是 {x") 可 
以 看 作 光 滑 流 形 入 在 点 g 的 邻 域 VV 上 的 局 部 坐标 系 , 即 y* = zx". 这 意味 着 ,在 
这 样 的 局 部 坐标 系 下 ,映射 f 的 局 部 坐标 表达 式 是 恒 同 映射 


由 映射 的 定义 可 知 ,f vx to) 一 flu, 于 是 
(ZL 一 (Z 2 00). 
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定理 4.2 的 一 个 合 义 是 : 切 映 射 f, 在 点 bp 的 非 退 化 性 蕴含 着 映射 本 身 
在 点 2 的 邻 域 内 的 单一 性 . 据 此 ,我 们 有 下 面 的 定义 : 

”定义 4.2 设 MM,NN 分 别 是 m 维 ,n 维 光滑 流 形 ,f : M ->N 是 光滑 映射 
若 在 每 一 点 户 E M, 切 映射 /.。: ToM 一 TroN 都 是 非 退 化 的 , 则 称 了 是 光滑 
流 形 M 在 NN 中 的 漫 入 ,并 且 称 (f,M) 为 光滑 流 形 N 的 一 个 四维 光滑 浸入 子 
流 形 . : 

例 1 Rs 中 的 正则 曲线 7 : (a,65) -> Rs 是 Rs 的 一 维 浸 入 子 流 形 . 

光滑 曲线 7 : (a,5) -> Ri 的 正则 性 是 指 切 向 量 X'(z) 处 处 不 为 0. 若 记 

7() = (z(t) ,y(t) ,z(t)), 
则 正则 性 条 件 成 为 在 每 一 点 t, 在 xz' (2),y (2),z'(z) 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 即 
光滑 映射 ”: (a,5) 一 Ri 的 秩 处 处 为 1. 正则 曲线 在 局 部 上 是 一 一 地 上 映 入 到 Ri 
中 的 ,但 是 作为 整 条 曲线 来 讲 , 它 在 Rs: 中 可 能 有 自 交 点 , 即 映射 ”: (a,6) 一 
Rs 本 身 未 必 是 单一 的 . | 

同样 ,Rs 中 的 正则 曲面 是 Rs 的 2 维 浸入 子 流 形 . 

浸 入 子 流 形 的 性 态 是 十 分 复杂 的 . 在 本 节 的 后 半 部 分 我 们 要 叙述 的 
Whitney 定理 表明 ,任意 高 维 的 欧 氏 空间 中 的 浸入 子 流 形 囊 括 了 所 有 可 能 的 > 
维 光滑 流 形 .由 此 可 见 ,当初 提出 微分 流 形 的 概念 时 强调 的 是 空间 的 多 变性 和 
多 样 性 ,因而 微分 流 形 的 概念 有 相当 大 的 广泛 性 ,但 是 它们 最 终 都 可 以 看 作 欧 
氏 空间 的 浸入 子 流 形 . 这 反 过 来 也 说 明了 欧 氏 空间 的 子 流 形 的 复杂 性 和 多 样 
性 . 下面 我 们 通过 几 个 例子 说 明 这 种 复杂 性 . 

例 2 考虑 映射 : R -> R:, 其 定义 为 


F(t) = 


2COS 


上 一 | ,SIN2| 1 一 


它 的 切 映射 是 


一 | ;2COS2|1tC— 


2 
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易 见 .| 范 ] 处 处 不 为 零 , 所 以 (F, 了 R) 是 R* 中 的 温和 人 子 流 形 (图 8)， 


F 是 周期 为 2r 的 映射 ,自然 它 不 是 单一 的 映射 . 如 果 把 到 看 成 定义 在 圆 
周 S' = R mod 2x 上 的 映射 ， 下 用人 不 的 . i 当 上 一 并 和 2r 时 ， 


例 3 设 映 射 G : RR: 的 定义 为 
G(t) = 


T 


ie . 
2cos| 2arctan t 一 至 | ,SIN2| 2arctan 1 一 一 


2 2 
它 是 例 2 中 的 曲线 限于 一 个 周期 内 部 (一 rr) 的 重新 参数 化 . 容易 验证 :(G， 
R) 是 单一 地 浸入 在 R* 中 的 一 维 子 流 形 ( 图 9). 


图 9 
注意 到 在 := 二 0 时， 
G(0) = (0,0); 
而 当 上 -> 士 co 时 ， 
G(t) — (0,0). 


如 果 把 R? 的 拓扑 诱导 到 和 象 集 G(R) 上 去 ,那么 G(R) 在 点 (0,0) 的 邻 域 是 及 ?在 
点 (0,0) 的 邻 域 与 G(R) 的 交 , 即 它 在 := 二 0 处 的 邻 域 是 包含 (一 a,6) U (A, 十 
co) U (一 oo, 一 B) 的 子 集 (这 里 ,a,5,A,B 都 是 正 数 ). 由 此 可 见 ,该 拓扑 与 
的 标准 拓扑 是 不 相同 的 ， 

例 4 定义 映射 R: R 一 了 ?为 


[二 3 
2 ,SINNt 
F(t) -| 


(0,t 十 2)， 一 00 之 1 过 一 1， 
且 假 定 了 FG) 在 区 间 [ 一 1,1j 内 是 连结 (3,0) 和 (0,1) 两 点 的 光滑 曲线 , 且 与 上 
式 给 出 的 两 部 分 图 形 无 交点 ,那么 (Ff ,R) 也 是 单一 地 浸入 在 R 中 的 一 维 子 流 
形 ( 图 10). 然而 当 t 一 十 吕 时 ,曲线 围绕 xz 轴 上 \ 下 摆动 ,并 且 无 限 地 靠近 它 自 
己 在 一 3 二 1 一 1 的 部 分 ,以 y 轴 上 的 区 间 [ 一 1,1j 为 极限 点 集 . 因此 F(R) 
作为 R? 的 拓扑 子 空间 也 不 可 能 与 R 同 胚 . 


1 三 t 过 十 co， 
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例 5 环 面 六 =S X35! 可 以 看 作 平面 R: 上 的 一 个 单位 正方 形 将 两 组 
对 边 分 别 等 同 之 后 得 到 的 2 维 流 形 . 它 上 面 的 点 可 以 用 一 对 有 序 实数 (zx,y) 
表示 ,0 委 Z<<1,0 委 到 1. 

取 定 两 个 实数 2,2 ,考虑 映射 pp : R -> T?, 使 得 

P(t) = (at mod 1,6t mod 1). 

当 a :5 为 有 理 数 时 , 易 见 p 是 周期 映射 , 它 实 际 上 是 一 个 圆周 在 7T? 中 的 浸入 . 
当 a :5 为 无 理 数 时 ,p: R 一 T? 是 R 在 T? 中 的 单一 的 浸入 映射 ,并 且 可 以 证 
明 : 象 集 gp(R) 在 7? 中 是 处 处 稠密 的 (图 11). 


例 3, 例 4, 例 5 的 共同 特点 是 :它们 都 是 单一 的 浸入 子 流 形 f: M-> N, 但 
是 M 与 作为 Y 的 拓扑 子 空间 的 象 集 fCM) 不 是 同 胚 的 .事实 上 , 当 三 : M-> N 
是 单一 的 浸入 映射 时 ,可 以 把 M 和 它 的 象 集 f(M) 等 同 起 来 ,从 而 把 M 的 拓 
扑 结构 和 微分 结构 搬 到 象 集 fCM) 上 来 . 自然 , 当 fCM) 具有 这 种 拓扑 结构 和 
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微分 结构 时 ,映射 上 : M 一 f(M) 是 可 微 同 胚 .然而 在 FCM) 上 还 可 以 赋予 从 
入 诱 导 的 拓扑 .一 般 说 来 ,在 ACM) 上 的 这 两 种 拓扑 是 不 一 致 的 ,并 且 在 f(M) 
上 从 MM 搬 过 来 的 拓扑 比 从 为 诱导 在 ACM) 上 的 拓扑 要 细 , 即 fCM) 作为 从 入 
诱导 的 拓扑 空间 的 任意 一 个 开 集 是 fCM) 关于 从 MM 移植 过 来 的 拓扑 下 的 若干 
开 集 之 并 . 这 种 现象 导致 下 面 的 定义 : 

定义 4.3 设 f:M 一 NN 是 光滑 地 浸入 在 光滑 流 形 入 中 的 子 流 形 , 如 果 

(1)f 是 单一 的 ; 

(2) 当 象 集 f(M) 作为 从 N 诱导 的 拓扑 空 s 间 时 ,f : M 一 A(M) 是 同 胚 ， 
则 称 (f ,M) 是 N 的 寿 入 子 流 形 . 

判断 一 个 单一 的 光滑 浸入 子 流 形 何 时 是 一 个 和 姐 和 信子 流 形 是 十 分 重要 的 . 
下 面 两 个 定理 给 出 了 这 种 判断 准则 . 

定理 4.3 设 9p:M 一 NN 是 单一 的 光滑 浸入 子 流 形 ,各 M 是 紧 致 的 , 则 
(9,M) 是 N 的 嵌 人 子 流 形 . 

证 明 ”由 拓扑 学 的 命题 ,从 紧 致 拓扑 空间 到 Hausdorff 拓扑 空间 的 一 一 
的 连续 映射 必 是 同 胚 . 现在 pCM) 作为 入 的 拓扑 子 空间 仍 是 Hausdorff 空间 . 
对 于 任意 一 点 Pp E€ M, 因 99: M 一 Nv 的 连续 性 ,对 于 在 点 9C2p) 的 任意 一 个 
开 邻 域 吕 , 必 有 AM 在 点 2 的 开 邻 域 V, 使 得 pgCV)CU, 即 pV) CC pM)f1U， 
故 p: M 一 pg(M) 是 一 一 的 连续 映射 . 因此 在 MM 是 紧 致 空间 的 假定 下 ,p: M 一 
9M) CN 是 同 胚 , 即 (y,M) 是 的 能 人 子 流 形 . 

定理 4.4 单一 的 浸入 子 流 形 9: M 一 NN 是 NN 的 谍 人 子 流 形 , 当 且 仅 当 
对 于 每 一 点 p € MM, 存 在 点 9 二 9(p) 在 入 中 的 局 部 坐标 系 (V;y) ,使 得 y(9) 
一 0, 且 

pM) 门 双 = 人 人 ET:YG) 一 0 十 1 委 / 魏 7). (4. 1) 

证 明 ”假定 9: M 一 NN 是 NN 的 舱 入 子 流 形 .根据 定理 4.2, 存 在 点 2 的 

局 部 坐标 系 (UU;zx') 和 点 9 = 二 9(p) 的 局 部 坐标 系 (V ;y") ,使 得 
9U) CV, 
且 ppU)= {s EV:Yy()=0m+1l<vnj. 
因为 是 苦 和 人 ,所 以 p: M 一 pCM) 是 同 胚 ,其 中 pLM) 具有 从 六 诱导 的 拓扑 . 
这 样 ,由 于 pC(U) 是 pCM) 的 开 子 集 , 故 及 的 开 子 集 WW, 使 得 
ppU) = pM) (| W. 
不 妨 设 W CV, 于 是 
pM) (1 W 三 ZU) 
~={s EV:y()=0,m+1<vn) 
={s EW:Yy()=0,m++1l<vQn}, 

(4. 1) 式 成 立 . 


一 一 
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反 过 来 ,我 们 要 证 明 : 在 假定 (4. 1) 式 成 立时 , 逆 映 射 

Or1: CICC N) 一 AM 
是 连续 的 , 即 对 于 任意 一 点 ZE M 的 邻 域 ,能 找到 N 在 点 4 = PCzp) 的 邻 域 
V ,使 得 

yg (pM) (1 VCU. 
在 (4. 1) 式 的 条 件 下 , 取 点 4 的 邻 域 

V={sEV: |y()| HO), (4. 2) 
其 中 9 是 充分 小 的 正 数 . 由 于 9 的 连续 性 ,存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (0 ;xz') ,使 得 
UCU,zr(p) = 0, 


并 且 (DVD) CV, 
于 是 glo 可 以 用 局 部 坐标 表示 为 
‘= G(r ,7"), 1 三 1m， 
2 m 二 1<v<n. 4 
因为 9 是 浸入 , 故 Jacobi 行列 式 
根据 定理 4. 1, 存 在 正 数 9 二 5, 使 得 函数 组 9,…,Yr” 有 反 函 数 
T= yy ,yy"), ly < 0 (4. 4) 
今 
Vi={s EV: |y |<), (4. 5) 


则 gq E Vi CV. 由 (4.1) 式 ,我 们 有 
pM) (IV = (ss EV:y()=0m+1l<vn)} 
一 人 ETV: YY) 一 0 十 1 委 v/ 委 0). 
我 们 要 证 
gpgM) NV CUCU. 
事实 上 , 设 zE M, 且 p(x) € pM) 门 Vi, 故 
[Iy (pr)| < ylg(r))= 0. 
由 (4. 4) 式 , 存 在 点 ZE 品 , 使 得 
大 一 儿 (y1CPCz)) (PCZz)))， 
因而 . 
GT 7") = y PT)) = Gr, ,1"); 
又 因为 gC0) CVT, 故 有 
y (p(x)) = 0， 
所 以 
PT) = (x). 
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由 于 9 是 单一 的 , 故 x = x € D0. 证 毕 . 

定理 4.2 和 定理 4. 4 十 分 清楚 地 反映 出 浸入 人 子 流 形 和 媒人 子 流 形 之 间 的 
差别 . 在 浸入 子 流 形 的 情形 ,只 能 做 到 流 形 M 在 每 一 点 有 一 个 邻 域 , 这 个 邻 域 
的 象 落 在 流 形 V 的 一 个 局 部 坐标 域 的 某 个 坐标 面 之 内 ,而 MM 在 该 邻 域外 的 其 
余部 分 也 可 能 映 到 这 个 局 部 坐标 域内 . 甚至 于 无 论 V 的 局 部 坐标 域 取 得 多 人 么 
小 , 它 总 是 会 包含 M 在 该 点 邻 域外 的 部 分 .嵌入 子 流 形 的 要 求 则 强 得 多 , 即 要 
求 M 的 每 一 点 的 象 点 都 有 在 N 中 的 邻 域 了 ,使 得 象 集 PCM) 与 V 之 交 完 全 落 
在 V 的 某 个 坐标 面 内 , 即 在 Y 内 除去 该 坐标 面 外 再 没有 象 集 ?LM) 的 点 . 容易 
看 出 , 例 3, 例 4, 例 5 都 不 适合 定理 4.4 的 条 件 . 

H. Whitney 在 本 世纪 30 年 代 开始 对 于 维 微分 流 形 在 欧 氏 空间 中 的 髓 
入 问题 进行 过 系统 而 深刻 的 研究. 他 给 出 、 并 且 证 明了 下 列 定 理 : 

Whitney 定理 设 必 是 m 维 C' 微分 流 形 (1 三 7 三 oo), 则 存在 C" 映射 
1 : M 一 上 ,使 得 (f ,M) 成 为 E” 的 浸入 子 流 形 , 且 f(M) 是 Ew” 中 的 闭 子 集 ; 


并 且 存 在 单一 的 Cr 映射 : M > E”+!, 使 得 (f,M) 成 为 E”+! 的 柑 入 子 流 


形 , 且 f (M) 是 E”+! 中 的 闭 子 集 . 

Whitney 的 一 个 更 深刻 的 结果 说 ,MM 实际 上 是 能 够 舱 入 到 欧 氏 空间 ”中 
去 的 . 

Whitney 的 这 些 结果 是 艰深 的 ;而 且 确 实 存 在 维 流 形 , 它 不 能 舱 入 在 
Ek” 中, 故 Whitney 的 结果 已 经 是 最 好 的 了 .读者 可 以 参考 他 自己 的 书 L28]， 
以 及 张 筑 生 的 讲义 [15]. 

限于 目前 所 具备 的 知识 ,我 们 能 证 明 一 个 紧 致 的 光滑 流 形 总 是 可 以 艇 入 
到 充分 高 维 的 欧 氏 空间 内 作为 散人 子 流 形 . 

定理 4.5 设 愉 是 m 维 紧 致 光 滑 流 形 , 则 存在 正 整数 以 及 光滑 上 映射 
9 : M 一 R", 使 得 (yp,M) 成 为 R" 的 能 和 人 子 流 形 . 

证 明 ”根据 定理 4.3, 我 们 只 要 构造 出 单一 的 浸入 映射 p9: M 一 R" 就 够 
J 了. 

因为 M 是 紧 致 的 光滑 流 形 , 故 存在 有 限 多 个 局 部 坐标 系 (Cu mm) ,1 三 4 二 
r ,以 及 开 集 Vi,W, 使 得 每 一 个 V 是 紧 致 的 ,VCWCWCUi, 并 且 {V :1 
三 4 二 7) 构成 几 的 开 履 盖 . 由 8 2 的 引 理 2.2, 存 在 光滑 函数 ;EC™(M), 使 
得 

filv, 三 1， filmw, = 0. 
于 是 可 以 构造 n == rlm 十 1) 个 定义 在 M 上 的 光滑 函数 : 
Yi =f (4. 6) 
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Wp) -1 “fp)p EV, (4.7) 
: 0， p &U, 
其 中 1 三 i 过 m,1 三 4 二 7, 它 们 给 出 了 从 MM 到 R" 的 光滑 映射 .我 们 要 证 明 
?是 单一 的 漫 入. 
关于 9 的 单一 性 . 设 p,g € M, 且 9(p) = 9p(q), 则 有 
Wp) = (gq), mp) = yq) VIA. 
因为 (Vi: 1 三 4 二 7) 是 MM 的 履 盖 ,不 妨 设 p EVV, 故 
f.(p) 一 yb) = yg) = f(gq)=1, 
于 是 9 必 属 于 U。( 因 为 Suppf。 CU.). 又 有 
Xa(g) = y(q) = yp) = zlp), 
故 p,q 在 U。 内 有 相同 的 坐标 ,因此 p= 二 4. 
关于 9 是 浸入 .实际 上 当 p EV 时 ,我 们 有 
yp) = zi(p), 
于 是 在 V。 内 有 


aCyl, “°° ,YY ) 
9(Z: 9 ,TY ) 


因此 光滑 映射 2 的 秩 处 处 等 于 mr = dimM, 即 pp: MM 一 R" 是 浸 人 ,证 毕 . 
”如 果 刀 恰好 等 于 2m 十 1, 则 上 面 的 定理 便 是 Whitney 的 结果 (在 M 是 紧 

致 流 形 的 情形 ). 如 果 n 二 2m 十 1, 则 我 们 在 R" 中 能 找到 一 个 方向 ,使 得 R* 中 
沿 该 方向 的 正 交 投 影 与 9 的 复合 映射 7: M 一 R”! 仍然 是 单一 的 浸 和 人, 从而? 
是 嵌入 (参看 附录 2). 上 述 方向 的 存在 性 的 证 明 要 用 到 Sard 定理 及 球 从 等 概 
念 . 在 证 明了 这 个 断言 之 后 ,Whitney 定理 在 M 是 紧 致 光滑 流 形 的 情形 便 得 到 
了 证 明 . 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 要 提 一 下 淹没 的 概念 . 

定义 4.4 设 MM,N 分 别 是 m 维 和 nn 维 光滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 光滑 映射 
若 在 点 p E M,f 的 秩 rk,CP) = n, 则 称 f 在 点 p 是 淹没 .车 映射 /:M 一 NN 
是 满 的 ,并 且 f 在 M 的 每 一 点 都 是 淹没 , 则 称 f 是 淹没 映射 . 

很 明显 ,如 果 f 是 淹没 , 则 必然 有 m 之 n. 

例 6 从 m 维 欧 氏 空间 R” 到 它 的 低 维 线性 子 空间 R"(m > 之 2) 的 正 交 投 
影 是 淹没 映射 的 典型 例子 ,其 定义 是 


十 1 
》 


1， 


‘oT”) FF (rT, ). 

例 7 设 /:MR 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 光滑 函数 . 若 df 在 点 p € 
M 不 为 零 , 则 在 点 pz 是 淹没 . 若 df 在 M 上 处 处 不 为 零 , 则 f 是 从 M 到 了 (M) 
CR 上 的 一 个 淹没 映射 . 实际 上 ,容易 证 明 fCM) 是 R 的 开 子 集 ,因而 是 R 的 
开 子 流 形 . 另外 ,df 处 处 不 为 零 意 味 着 f 的 秩 处 处 为 1, 所 以 f: Mf(M) CC 


(xz! yo 
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R 是 淹没 . 
3 5 ”进一步 的 例子 


在 前 面 各 节 我 们 已 经 介绍 了 微分 流 形 的 基本 概念 和 例子 ,本 节 的 目的 是 
介绍 更 多 的 例子 . 这 些 例子 本 身 是 经 典 的 ,并 且 在 叙述 这 些 例子 的 过 程 中 ,我 
们 要 给 出 几 个 一 般 性 的 结果 ,它们 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 重要 
的 . 通过 本 节 的 例子 还 可 以 了 解 到 微分 流 形 的 概念 和 理论 与 许多 数学 分 支 学 
科 的 紧密 联系 . 

1” Grassmann 流 形 

n 维 癌 量 空间 R" 中 全 体 m 维 线性 子 空间 的 集合 记 作 GCm,n), 它 是 mn 
一 m) 维 光 请 流 形 , 称 为 Grassmann 流 形 . 自然 ,射影 空间 RP"! 就 是 G(1,n). 
下 面 我 们 描述 GC(m,n) 的 拓扑 结构 和 微分 结构 . 

设 PE Glm,n), 则 可 取 R" 中 mx 个 线性 无 关 的 向 量 v,…,v。 € 2 构成 子 
空间 p 的 基底 , 记 成 

Pp = Span{viy ,Un}. 

子 空间 zp 的 基底 确定 到 差 一 个 满 秩 线性 变换 , 即 : 若 有 男 外 x 个 向 量 i，… ,ww 
E p 构成 它 的 基底 , 则 有 m Xm 非 退 化 怎 阵 (4 ， 使 得 


和 一 at 
有 反之 亦 然 . 
根据 约定 ,在 及 "中 已 经 取 定 了 标准 基底 (6 ), 因此 每 一 个 向 量 v 表现 为 
一 个 列 癌 量 (vi,… * ,U7 )’, 所 以 Zp 的 基底 {vi，: ?9yUm ; 表现 为 秩 是 m 的 7 X m 虐 
阵 


全 体 n X m 和 矩阵 的 集合 MCm,n) 是 一 个 mn 维 向 量 空间 ,其 中 秩 为 m 的 甜 
和 中 集合 记 作 Cm,n), 它 是 Mm,n) 的 开 于 集 , 所 以 Flmsn) 是 mw。 n 维 光 背 
在 (mm， n) 中 定义 如 下 的 关系 : 设 u,v € Flm,n)， 若 存 在 Xx m 非 退 化 
矩阵 4 ,使 得 

%u=v，。A4,， (5.1) 
则 称 x 和 ”是 等 价 的 , 记 为 xx 一 ”很 明显 , 一 是 等 价 关 系 . 根据 前 面 的 讨论 ,了 R" 
中 的 m 维 子 空间 就 是 (m,n) 中 在 关系 一 下 的 一 个 等 价 类 . 因此 ,Grassmann 
流 形 C( ,”) 就 是 


ES EE Te 
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Fl(m,n)/ ~. 
下 面 ,我们 将 通过 下 (m,n) 给 出 Glm,n) 的 拓扑 结构 和 光滑 流 形 结构 . 为 
此 , 先 对 于 商 拓 扑 作 一 些 一 般 性 的 讨论 . 
假定 和 是 一 个 拓扑 空间 , 一 是 和 中 的 一 个 等 价 关 系 . 对 于 z EX, 记 的 
等 价 类 为 
[zj]={y€EX:y~ Zz). (5. 2) 
X 在 关系 一 下 的 等 价 类 的 集合 记 为 X/ ~. 设 rx:X->X/~ 是 自然 投影 , 定 
义 为 
(rz) = [x], VzxrEX. (5. 3) 
在 集合 X/ 一 中 可 以 定义 所 谓 的 商 拓扑 , 它 是 使 自然 投影 成 为 连续 映射 的 最 
弱 拓 扑 , 即 :U0 CX/ 一 是 开 集 当 且 仅 当 :() 是 和 中 的 开 集 . 赋 以 商 拓扑 的 
空间 X/ ~ 称 为 XX 关于 等 价 关 系 ~ 的 商 空间 . 
连续 映射 未 必 把 开 集 映 为 开 集 . 把 开 集 映 为 开 集 的 连 ee 
引 理 5.1 设 一 是 拓扑 空间 X 中 的 一 个 等 价 关 系 . 假定 自然 投影 r 
一 和 /一 是 开 上 映射 .如 果 满足 第 二 可 数 公 理 , 则 商 空 间 X/ 一 也 满足 第 一 可 
数 公 理 . 如 果 六 Wo 
= {(z,y) EXXX:r~ yy) (5. 4) 
是 X- X XX 的 闭 子 集 ， 内 s 间 X/ ~ 是 Hausdorff 空间 . 
证 明 设 X 满 足 第 二 可 数 公理 , 则 XX 有 一 个 可 数 拓扑 基 {U;);ez, 其 中 芝 
是 目 然 数 集 . 因为 zx 是 开 上 映射 ,r(U;) 是 X/ ~ 的 开 子 集 . 显然 , {x(U,));ez 构 成 
XX/ 一 的 拓扑 基 . 实际 上 , 若 W 是 X/ 一 的 一 个 开 子 集 , 则 r-:(G) 是 各 的 开 子 
集 , 故 x-'(W) 能 表 成 若干 0; 的 并 集 , 即 
x 1(W) = UU;. 
于 是 W =Ux(U;). 
现在 假定 X 的 对 角 线 集 S 是 闭 子 集 . 任 取 [z] 和 [yeEX/ 一 ,于 是 (zyy) 
& 和 .因为 $ 是 闭 子 集 , 故 有 z 的 开 邻 域 V 以 及 y 的 开 邻 域 了 ,使 得 
UxVCXXxXX—S. 
这 意味 着 当 z EU,y EV 时 ,(z',y) 和 5S, 即 x 与 y 不 等 价 .所 以 
Ai(U) (| XV)= YC. 
因为 x 是 开 上 映射 , 故 x(U),x(V) 分 别 是 [zj,[yj 的 开 邻 域 , 且 它 们 互 不 相交 ， 
因此 X/ ~ 是 Hausdorff 空间 . 
回 到 Grassmann 流 形 .Cm,n) 是 Ml(m,n) = R” 的 开 子 流 形 , 故 它 是 满 
足 第 二 可 数 公理 的 Hausdorff 空间 . 首先 要 指出 自然 投影 x : FCm,n) > 下 (m， 
n)/ 一 是 开 上 映射 . 
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用 G = GL(m) 表示 m X m 非 退 化 实 矩 阵 所 组 成 的 集合 (GL(m) 关于 甜 
阵 的 乘法 成 为 一 个 群 , 称 为 一 般 线性 群 ,参看 本 节 的 2*). 显然 ,C 中 的 元 素 4 
在 n XxX m 和 矩阵 上 的 右 乘 是 从 (m,n) 到 它 自身 的 同 胚 , 记 为 84: Fl(m,n) 一 
F(m,n), 因 为 它 的 逆 映 射 是 存在 的 ,并 且 怡 好 是 94-i. 设 U0 是 (m,n) 的 开 集 ， 
记 
[LU 站 = {Lu]:w €U)}. 
很 明显 
rr-l( 人 xz) 一 (xz 4:4EC CCD)， 
所 以 
xr-1([U |]) = YU Pa.U), 
其 中 每 一 个 wm(U) 是 (m,n) 的 开 子 集 , 于 是 r:(LZ]) 是 (m,n) 中 的 开 子 
集 , 故 [0] 是 lm,n)/ 一 中 的 开 子 集 , 这 说 明基 是 开 上 映射 . 
设 xz E€ 下 (2)， 记 
1 = (Co sd) 
1 一 (vis ,Un ), 
这 里 xs。 分 别 是 ” 维 列 向 量 . 于 是 x ~ v, 即 向 量 组 避 ，… ,wm 和 vi,… ,vm 能 
互相 线性 表示 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 1 二 a 过 mywi,… ,Umn,ve 是 线性 相关 的 . 


令 


WA 


flu,v) = >》， 


a=1 1&i<*<i, en 


， (5.6) 


Uimtl Witl Vintl 
则 :Fm,n) X Flm,n) 一 R 是 连续 映射 ,并 且 w ~ v 的 充分 必要 条 件 是 
f(xu,v) 一 0. 因此 对 角 线 集 是 
S={(u,v) E Fmn) X Fomn,n):u~v) 
二 /7'(0)， 
故 S 是 Fm,n) XF(m,n) 的 闭 子 集 .根据 引 理 5.1,G《m,n) 三 下 (2207 一 是 
满足 第 二 可 数 公 理 的 Hausdorff 空间 . 
为 了 在 Glm,n) 上 建立 光滑 结构 , 任 取 一 组 指标 
1 之， 
把 它 的 相 补 指标 组 记 为 
1 nn. 
用 D; .，(o) 记 和 矩阵 二 (v4,… ,v0,) 中 第 证 行 ,…, 第 坟 行 构成 的 m X mr 矩阵 ， 
剩 下 的 (n 一 m) X m 矩阵 记 作 Ci.…i_,(v). 令 
Ui ~ {v EF(m,n): det Di .i (0) 天 0}， 
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显然 Ui, 是 了 (m,n) 的 开 子 集 , 故 x(Ui. ) 是 Glm,n) 的 开 子 集 ,而且 
(rr :1 ii) 
是 Gln,m) 的 一 个 开 覆 盖 . 设 v € U; .，, 则 等 价 于 
v» (Di (Vv)) 
1 (11) 
1 (1m) 


一 | 。 。 - ， 9.7 
SI) ov) | (1) 3 


Sr-"(v) Co) ) 
在 右 端 为 表达 方便 起 见 已 作 了 一 个 行 变换 ,把 第 志 行 ,…, 第 i, 行 放 在 最 上 面 ， 
剩 下 的 行 放 在 下 面 .我们 取 名 (1 a 过 m,1 志 4 过 n 一 m) 为 开 子 集 x(U,.. ) 
上 的 坐标 函数 . 容易 看 出 ,坐标 变换 是 有 理 分 式 ,因此 Gn,m) 是 mn 一 m) 的 
坐标 函数 所 有 明显 的 几何 意义 . 由 (5. 7) 式 可 知 ,m 维 子 空间 Span {vw， 
… ,vmn) E x(U;.… ) 的 基底 是 


(5. 8) 


因此 ,x(U;.) 是 在 Re 中 沿 5,…,6; 的 正 交 投 影 下 同 构 于 子 空间 
Span(6,… ,6 ) 的 m 维 子 空间 所 组 成 的 集合 .名 ，… ,5 恰好 是 在 子 空间 x(v) 
二 Span{v1,… ,vn} 中 分 别 在 上 述 正 交 投 影 下 映 为 6 ,…，,6， 的 向 量 ; 而 总 人 恰 
好 是 向 量 0. 在 补 子 空间 Span (5; ,…,6;，,) 上 的 正 交 投影 的 分 量 

2” 环 面 77 和 Klein 痊 

在 $1 的 例 6, 我 们 已 经 把 环 面 T" 定 义 为 7 个 圆周 (1 维 单位 球面 )S! 的 积 
流 形 . 在 这 里 ,我们 要 介绍 六 的 另 一 种 构造 方法 ,这 种 方法 有 一 定 的 普遍 性 . 

讽 R 是 7 维 向 量 空间 ,Z 是 7 个 有 序 整数 的 数组 的 集合 . 显然 ,Z" 是 R" 的 
(加 法 ) 子 群 ,通常 把 Z’ 称 为 整 格 . 更 一 般 地 ,车 V 是 任意 一 个 维 向 量 空间 ， 
(9;} 是 V 的 一 个 基底 ,向 量 2 的 任意 的 整 系数 线性 组 合 便 构成 一 个 整 格 . 

显然 , 整 格 Z 是 一 个 可 数 集 . 此 外 ,在 Z” 上 赋 以 离散 拓扑 , 即 Z’ 中 的 每 一 
个 元 素 构成 一 个 开 子 集 . 按照 第 六 章 的 说 法 (参看 习题 六 ,第 1 题 ) ,Zr 是 一 个 
离散 拓扑 群 , 也 是 一 个 零 维 李 群 . 我 们 定义 Z’ 在 向 量 空 间 R”" 上 的 作用 如 下 :对 
于 任意 的 | 
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ZO= (zl, EV 
v= (v,…,v) ER",, 
0(z,v) =z 二 v= 二 (z! 十 vi,…,z 十 v). (5.9) 
我 们 可 以 引进 如 下 的 概念 ,把 上 面 的 做 法 一 般 化 : 设 本 是 一 个 离散 群 ( 群 
运算 记 成 乘法 ) , 即 它 是 一 个 群 ,并 且 是 一 个 可 数 集 ,在 它 上 面 赋 予 离散 拓扑 . 
设 M 是 一 个 光滑 流 形 , 且 有 了 映射 6: 了 TX M 一 MM, 使 得 : 
1) 对 于 任意 的 关 E 卫 ,0 ) : M 一 M 是 光滑 映射 ; 
2) 对 于 单位 元 素 e ET,0le, 三 id :AM 一 Mi; 
3) 对 于 任意 的 hi,h, E 全 ,x € M, 有 
0(hi,0(h,,7)) = 0(hih, ,x). 
此 时 ,我 们 称 2 是 离散 群 卫 在 光滑 流 形 M 上 的 作用 . 与 第 六 章 8$5 的 定义 5.2 
相对 照 ,9 就 是 左 作 用 在 M 上 的 零 维 李 氏 变换 群 . 
设 0:1X M > M 是 离散 群 研 在 以 上 的 作用 如 果 当 有 h 取 ee 时 ,对 任意 
zx € AM 的 都 有 


心 过 


。 工 一 OZz) 和 工 ， 
则 称 9 的 作用 没有 不 动 点 ,或 称 卫 在 M 上 的 作用 是 自由 的 (参看 第 六 章 , 5， 
定义 5.4). 
离散 群 卫 在 光滑 流 形 M 上 的 作用 9 称 为 纯 不 连续 的 ,如 全 0 满足 以 下 两 
个 条 件 : 
1) 每 一 点 Xx € M 有 一 个 邻 域 口 ,使 得 
nnET:h.UNUZzYG) 
是 有 限 集 ,其 中 hh .U = (0(h,y) :yy E€0); 
2) 若 zyEM, 且 z 冬 卫 .y( 即 zy 不 在 卫 的 同一 条 轨道 上 ), 则 有 zy,y 
的 邻 域 U,V ,使 得 
UNCT.V)= 8. 
对 于 本 在 M 上 的 作用 ,可 在 M 上 引进 关系 一 如 下 : 设 z,y€ M, 则 工 一 
y 当 且 仅 当 存在 h €E 本 ,使 得 
T=00h,y)=h*.y. 
容易 验证 : 一 是 M 上 的 等 价 关 系 .我 们 把 商 空间 M/ ~~ 记 为 M/T, 它 具有 35 
的 1° 中 所 叙述 的 商 拓 扑 . 自然 投影 记 为 x : M 一 M/ 
我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 5.2 ” 设 M 是 一 个 光滑 流 形 ,T 是 一 个 离散 群 , 它 有 在 MM 上 的 纯 不 
连续 的 自由 作用 . 则 在 商 空 间 用 = M/ 有 上 有 唯一 的 光滑 结构 ,使 得 每 一 点 扬 
E 抽 有 一 个 连通 开 子 集 避 ,具有 下 述 性 质 : 它 的 完全 北 象 x :CC ) 是 M 中 一 些 
连通 开 子 集 U, 的 并 集 ,x-1(U) = UL 。 ,并 且 对 每 一 个 wxlv : Us 一品 是 光滑 
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同 胚 . 
证 明 对 于 离散 群 全 在 M 上 的 作用 ,其 自然 投影 x : M -> M/T 必定 是 
开 映 射 . 实际 上 ,对 于 任意 的 hh ET,0(4,.) : M 一 M 是 光滑 同 胚 . 设 U 是 M 
中 任意 一 个 开 子 集 , 则 产 . 过 是 M 的 开 子 集 , 并 且 
nA!'(x(U)) = Uh 。 -7 ， 
即 x 1(x(U)) 是 MM 的 开 子 集 , 故 x(U) 是 族 中 的 开 子 集 .于 是 , 当 M 具 有 第 二 
可 数 公 理 时 , 商 空间 好 也 具有 第 二 可 数 公理 ( 引 理 5.1). 另外 , 纯 不 连续 作用 
的 条 件 2) 表明 商 空间 1 = M/T 是 Hausdorff 空间 . 
首先 我 们 断言 :对 于 每 一 点 x € M, 存 在 点 xz 的 一 个 邻 域 口 ,使 得 当 e 关 有 h 
ET 时 ， 
.Un 
事实 上 , 纯 不 连续 作用 的 条 件 1) 表明 ,存在 点 z 的 邻 域 了 ,使 得 
ETDT:h.VNVzEG) 
是 有 限 集 . 设 该 有 限 集 记 为 
{eshi,** ,h, : 帮 天 6) 
由 于 9 的 作用 是 自由 的 , 故 h; .xz 闫 zx. 又 因为 M 是 Hausdorff 空间 , 故 有 万 . 
+ 和 + 的 开 邻 域 V, 和 U'; ,使 得 V Nn U, = @. 令 
UV=V NAV) NA VD)， 
则 U 是 包含 点 x 的 非 空 开 子 集 , 而 且 ,h; .UCV, , 故 
h::U {IUCTV.,NMU,= YY. 
当 有 hh € 站 NM{e,h,…,h,} 时 ,自然 有 
ha-.UNUCh.VNV=¢Y. 
由 此 可 见 ,投影 rlr :UVU 一 x(U) 是 1 一 1 的 ,因而 是 从 开 集 U 到 开 集 0 = x(U) 
的 同 胚 . 
不 失 一 般 性 ,可 以 假定 U 是 点 z 的 连通 的 容许 坐标 邻 域 ,坐标 映射 记 为 
9; 令 
= 9° (xlv)-!, (5. 10) 
则 ( ,9) 是 点 p= 二 x(z) € 用 的 一 个 坐标 卡 .由 于 放 上 每 一 点 p € 放 都 是 某 
一 点 ZEr '(p) CM 在 x 下 的 象 , 故 上 面 所 给 出 的 坐标 卡 构 成 折 的 坐标 覆 
盖 , 从 而 使 好 成 为 与 M 同 维 数 的 拓扑 流 形 . 
进而 我 们 断言 :上 述 这 种 坐标 卡 (0,p) 是 彼此 C~- 相关 的 ,从 而 在 夏 上 
决定 了 一 个 光滑 结构 . 事实 上 ,假定 (,9), (WY,y) 是 族 上 的 这 样 两 个 坐标 卡 ， 
U0 门 玉 关 儿 , 且 有 M 的 容许 坐标 卡 (U ,9),(W,y) ,使 得 
U=x(UVU), 他 =xW), 
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而 且 对 于 任意 的 h € FANe}, 有 

h.UNUVU=Y, hh. WANWS=SS, 

p=9p° a), y=Y° rlw) i. 
我 们 要 证 明 8。 少 : 是 光滑 映射 .为 此 , 任 取 一 点 p ED 门 克 ,因而 有 x EU， 
y EW, 使 得 

p= xr) = x(y). 
如 果 工 二 y, 则 UN 人 NWW 关 多, 故 
pp :YU NW)— ¢U {| W) 

是 光滑 映射 . 取 z = y 的 开 邻 域 V CU 人们 W, 则 


(xlv) ly = (rlw)ly, 
因此 
9 p77! | zxcv)) 
=9p° (Xlv) eo xlw of Ny 
=9p°y |yow-. 


这 意味 着 映射 p。y7 7! 在 点 p € 及 是 光滑 的 .如果 xz 关 y, 则 由 于 x(x) = x(y)， 
必 有 hE 本 ,使 得 x = 二 有，y. 记 
L;,=0(h,.):M—>M, 
则 (了 歼 , 0 。D-) 仍 是 M 的 容许 坐标 卡 , 且 
r=h.y€EVf Ch. W). 

问题 已 经 归结 为 上 面 已 经 讨论 过 的 情形 . 

在 放 的 这 种 光滑 结构 下 ,点 x EU 和 点 如 =rGCz) ED0 的 坐标 是 相同 的 ， 
x|v :U 一 U0 是 光滑 同 胚 . 由 连通 开 邻 域 U 的 性 质 可 知 

Ax-1(U) = Uh 。 [7 
是 一 些 互 不 相交 的 连通 开 子 集 的 并 集 ,并 且 
Axliv = Axlv oe L-i:h.U—>U 

在 定理 5. 2 中 所 叙述 的 好 上 的 光滑 结构 的 性 质 与 覆盖 流 形 的 概念 有 关 . 
我 们 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 5.1 设 MM, 用 是 两 个 同 维 数 的 光滑 流 形 ,x : M 一 放 是 光滑 映射 . 
如 果 M 是 连通 的 ,并 且 x 是 满 映射 ,此 外 对 于 每 一 点 p € 放 , 存 在 连通 的 开 邻 
域 口 ,使 得 x '(U0) = UU 是 一 些 互 不 相交 的 连通 开 集 U。 的 并 集 ,并 且 x 在 每 
一 个 U。 上 的 限制 xlv : U。>U 是 光滑 同 胚 , 则 称 M 是 放 的 覆盖 流 形 ,x 是 覆 
盖 映 射 . 

由 此 可 见 , 若 也是 纯 不 连续 地 自由 作用 在 M 上 的 离散 群 , 则 M 必 是 好 = 
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4 人 的 覆 善 流 形 ,投影 r: M 一 朋 怡 好 是 覆盖 映射 . 反 过 来 ,如 果 x:M 一 抽 
是 一 个 覆盖 映射 , 则 放 可 以 等 同 于 M 关 于 一 个 纯 不 连续 自由 作用 的 离散 群 的 
商 空 间 ( 请 读者 考虑 如 何 证 明 这 个 断言 ). 

前 面 所 说 的 整 格 Z" 显然 是 纯 不 连续 地 自由 作用 在 R" 上 的 离散 群 . 由 定 
理 5.2 可 知 ,R"/Z' 是 7 维 光滑 流 形 , 即 7 维 环 面 7", 并 且 自 然 投 影 x:R’ 一 
R"/ZV' = 二 7" 是 覆盖 映射 .下 面 以 7? 为 例 说 明 它 的 光滑 结构 . 

例 1 环 面 7? 的 坐标 覆盖 . 

在 R? 中 考虑 如 下 的 三 个 连通 开 邻 域 ( 见 图 12)，: 

LU 一 ((Zyy) € Ri; 0~=zx=1,0 二 y 三 1) 


_ ,1 2 _1 2 

U, (co ER 5 <x< 5 ， 3 <<y 二 5 
— 2， 1 41 了 | 

L 3 (cy ER 3 <z< a3’3 <>< 3 


ww 一 ol 


(Uj,1d),] 二 1,2,3 是 R? 的 三 个 容许 坐标 卡 .很 明显 ,对 于 任意 的 0 关 z E 7Z2， 


gz,U) NU)= 8, 
所 以 zlv :U; 一 UV; 二 x(U)) 是 1 一 1 的 . 令 
=ide (rlv)-!, 
则 (D,,%) 是 7 的 容许 坐标 卡 . 我 们 要 证 明 {D;: 1 < j 过 3) 是 T? 的 开 覆 盖 . 
注意 到 了"\(D，U D,) 只 含有 两 个 点 :z| | 0, 也 | | 和 | | 子 ,0] | ,而 它们 恰好 
落 在 0 的 内 部 . 于 是 
{(U;,9) :j= 1,2,3) 
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给 出 了 7? 的 一 个 光滑 的 坐标 覆盖 . 我 们 以 7 = 1,2 为 例 写 出 坐标 变换 9。 
(9.) 1! 的 公式 ,其 余 的 留 给 读者 自己 完成 . 
注意 到 UU 门 0,。 有 4 个 连通 分 支 , 它 们 是 VV = x(V。)，1 达 a 过 4, 其 中 


Vj 一 (2 E Rr:0<7<5,0<y< 了 


一 ((z,y) ER’: 5<z<10<y< 了 |， 


| 


2 


Vi= [Cry ER 0<r<33 yl) 
V, =| (zy) ER’: 5<z<13<y<1| 
1 


所 以 (GP) sv) (zy) = Cryy)， 

po (PB) sv ry) = (zr — 1,y), 

°° (Pp) Nav xy) 一 (zy 一 1)， 

°° P) av ry) = (r+— 1,y— 1). 
例 2 Klein 瓶 天 . 
取 一 个 正方 形 4BCD( 图 13) ,将 对 边 4B3 ,DC 等 同 起 来 ,同时 将 对 边 AD 
和 CB 等 同 起 来 , 则 我 们 便 得 到 Klein 瓶 天 . 它 不 能 实现 为 R’ 中 的 封闭 曲面 .但 
是 如 果 人 允许 该 曲面 自 相 交 , 则 它 可 以 想象 成 图 13 所 示 的 曲面 . 


D C 
| < 


下 面 我 们 把 Klein 瓶 描述 成 R’ 在 一 个 离散 群 的 纯 不 连续 群 的 自由 作用 下 
的 商 空 间 . 考虑 R? 到 它 自身 的 两 个 运动 
ay) 一 (Z,y 十 1)， 
pzZ,y) 一 (并 十 1,1 一 y). 
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很 明显 ,a 是 R? 沿 y 轴 正 向 平移 一 个 单位 的 运动 ,5 是 R? 沿 工 轴 正 疝 平移 一 个 
单位 . 同时 又 作 关于 直线 y = 三 的 对 称 的 合成 运动 
用 4G 表示 由 4a,6 生 成 的 群 . 容易 验证 ,a,2 满足 关系 式 
ba = a-Y, ba !=ab 
所 以 G 中 的 元 素 可 以 唯一 一 地 表示 为 a” . 久 , 其 中 m,n € Z. 直接 计算 得 到 
a™” (X,Y) Sy 


n 十 1 
p(x,y) =|z Tn, 


十 (一 Dry| ， 
因此 


_ 7 十 1 
mr br(ryy) = EE 十 0 十 (一 TDry + 双 |. (5. 11) 


显然 ,GC 是 一 个 离散 群 , 且 它 在 R: 上 的 作用 是 自由 的 . 
设 (zo ,yo ) 是 R° 中 任意 一 点 , 令 


(XTX,y) ER :2zo 一 到 之 之 zo 十 喜 ,%o 一 
则 对 于 任意 的 hh 二 a”. 0"(m,n 不 全 为 零 ) ,有 
h.:U, 站 = YO. 
为 取 任 意 的 (xi,y1) € R’, 使 得 
(X11) & G * (zo,Y0), 
则 eE= mnid(h. (zy), (zo0,y0)) :hE G) 
是 正 数 . 令 


1 1 
豆 三 > 三 yo 十 译 |， 


-一 (C9) 和 R2 : Q(CCZyy)，(Zzoyyo)) ~ 三 | 


V, = (Gy E R?: dx) Cr y)) < 于 | 


容易 看 出 ,对 于 任意 的 hE€ G, 有 
Vof .Vi)= 8Y. 

由 此 可 见 ,G 是 纯 不 连续 自由 作用 在 R? 上 的 离散 群 . 由 定理 5. 2 , 商 空间 R2/G 
是 一 个 2 维 光 滑 流 形 . 

取 正 方形 4BCD 为 区 域 ( 图 14) 

((z,y) ER :0 入 zz 过 1;0 过 > 过 1 

群 C 的 作用 恰好 是 将 边界 AB 和 DC 等 同 起 来 ,将 4D 和 CB 等 同 起 来 .因此 ， 
Rz/G 就 是 Klein 瓶 及. 

下 面 给 出 天 的 光滑 流 形 结构 . 令 

Uli={(r,y) ER*:0<7r<1,0<y<=1), 
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图 14 
_ ,Ll 2 _1 2 
(zy) ER > <x<< 包 ,一 守之 y 近 所 | 
2, 1 4 _1 3 | 
U, (cy ER > <x<5,— <y<3 


它们 具有 性 质 :YV e 了 关 h € G, 有 
h-:UNU;= GY, j=1,2,3, 
故 zy : Uj; 一 x(U)) = U0 是 1 一 1 的 . 令 
9 一 1d。 (xlv ) 7 
则 定理 5.2 告诉 我 们 
{(U,,9) :j= 1,2,3) 

是 KK 的 容许 坐标 卡 集 . 我 们 断言 (0; : j= 二 1,2,3} 是 玉 的 一 个 开 和 覆盖. 事实 上 ， 
在 K\(D, U 0,) 中 含有 两 点 ,它们 是 x| | 0, 也] ] 和 z| | 也 ,0| | .很 明显 ,这 两 
点 是 0; 的 内 点 . (注意 :在 例 1 和 例 2 中 ,Cs: 的 取 法 是 不 同 的 . 想 一 想 ,能 否 将 
例 1 中 的 Us 取 为 例 2 中 的 Us? 为 什么 ?) 

在 这 里 我 们 以 了 = 1,2 为 例 , 写 出 坐标 变换 9p。(9.) 1! 的 公式 ;其 余 的 坐 
标 变 换 公 式 请 读者 自己 写 出 来 . 

容易 看 到 0 门 0。 有 4 个 连通 分 支 了 .= r(VJ， 二 1,2,3,4, 其 中 
一 (cy <R::0<z< 了 0<y<< 卫 |， 


一 (C9) ER: $<z<l<y<1)， 


一 (2 ER':0<7r<3 91 
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V, 一 (zy) ER SS<z<10<y<< 二 |. 
根据 定理 5. 2 的 证 明 可 知 
@ ° (fp.) lic) Cr,y) 二 (X,Y), 
° (PG.) laow,, x,y) 二 (Xx 一 1],1] y)， 


SS! §! 


° (PG.) lar, (x,y) 一 (zyy 一 1 ) ， 

° (Pp) av) (ry) 一 (一 1 一 J). 

3” 一般 线性 群 及 其 子 群 

我 们 用 GL (n) 表示 n Xx 非 退 化 实 和 矩阵 的 集合 . 设 A € GLCz) , 则 


RS 


ZL 。。 al 
4 一 | : : | ， (5. 12) 
CT 和， 0 
且 
detA 关 0. (5.13) 
由 此 可 见 ,GL(n) 是 R” 中 的 一 个 开 子 集 , 因 此 GL(n) 具有 作为 R” 的 开 子 流 
形 的 光滑 结构 . 


若 4,BE€ GL(n), 则 
det(A . B) = det(A) . det(B) 0, 
所 以 A. BE GL(n).GL(n) 是 一 个 群 , 称 为 ( 实 ) 一 般 线性 群 ( 更 确切 的 记号 
是 GL(n,R), 在 本 书 我 们 省 去 R 不 写 ).GL(n) 有 一 系列 重要 的 子 群 : 


SL(z) ={a € GL(n) : deta = 1), (5.14) 
On) ={a €E GL):a*.a:= 71), (5.15) 
SO) 一 SLC2z) (| O00), (5.16) 


其 中 1 是 n x 单位 矩阵 ,它们 分 别称 为 特殊 线性 群 , 正 交 群 和 特殊 正 交 群 . 我 
们 的 断言 是 :它们 都 是 光滑 流 形 , 并 且 是 GL(n) 的 嵌入 子 流 形 . 
我 们 先 证 明 几 个 一 般 性 的 结果 : 
引 理 5.3 ” 设 M,N 分 别 是 m 维 和 nn 维 光滑 流 形 ,f : M 一 入 是 光滑 映射 
如 果 了 的 秩 处 处 是 7, 则 在 每 一 点 p EM 及 点 gq = 二 f(p) EN 分 别 有 局 部 坐标 
系 (U ;zx') 和 (Yiy) ,使 得 
f(U)CV, rx(p)=0, y(g)=0, 
并 且 上 映射 fu 的 局 部 坐标 表达 式 是 
| y °flv=7rx, la<<r, 
(5. 17) 
y °°flv=0,， rr 十 1 二 4n， 


印 
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fx, ,XT”) 一 (Z ,Zr 0，…，0). 
证 明 ”此 引 理 是 第 二 章 定理 4.2 的 一 般 情形 ,其 证 明 相仿 ,是 定理 4.1 的 


取 光 滑 流 形 M 在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U ;zx') 和 光滑 流 形 N 在 点 4 的 局 部 
坐标 系 (V;y"), 且 (VU) CV, 则 可 设 映 射 fiv 的 局 部 坐标 表达 式 是 
y= f(x ,0”). 
假定 x (p) = 0,y(9) = 0. 因为 映射 了 的 秩 处 处 是 7 ,不 妨 设 在 U 上 有 
aCfi,*,f’) 
DCzL, ,Zr 
令 
2 =f"(r ,2"), laer, 
1 rr 十 1 三 yy 夺 mn. 
则 


于 是 存在 点 的 邻 域 U' CU, 使 得 z!'，,…,z" 可 以 作为 区 域 U 上 的 局 部 坐标 ， 
并 且 xz'(p) = 0,V Li. 
在 局 部 坐标 系 (U' ;zx') 下 ,映射 了 的 表达 式 成 为 
y =x, 1a 达 7， 
| | y =) +1<AZh, 


它 的 Jacobi 矩阵 为 
1 0 0 
af +t! af 
De 全 1 了 于 1 
A 
' Qe” de” 
其 中 工 为 > Xr 单位 矩阵 . 由 于 了 的 秩 为 7, 故 必 有 
0, 7 二 1<Ai<n, r+1<y<m, (5. 18) 
即 f 只 依赖 于 坐标 2 ,2 ,而 与 2 ,2 无 关 . 
取 充 分 小 的 0, 令 


Ui = {(zl," ,2 ): = 60}, 
U, = {(z" Tl, ,2") : |z*|<=6), 


Zo 


Dt STORETTTTTTRTTT 
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使 得 C Xx U, CU'. 性 质 (5.18) 表明 ,存在 光滑 映射 p: Di -> N, 使 得 
fluxv, 一 Po， (5. 19) 
其 中 :UXU, 一 Ul 是 自然 投影 . 显然 ,p 的 秩 处 处 是 >. 
将 定理 4. 2 用 于 映射 p: Ul 一 入 , 则 存在 a 的 局 部 坐标 系 (V' ;tw") ,使 得 
pp(UI)CV',H 
ww °°。9p=z*, 1 过 a 达 7， 
12 
于 是 在 U” = U; X U, 中 有 坐标 系 zx’ 及 在 V' 中 的 坐标 系 忆 " ,使 得 
ww °。 f =2z", 1 过 a 牵 7， 
{A r- 十 1 三 A 过. 

定理 5.4 设 MM, 入 分 别 是 m 维 入 维 光滑 流 形 ,f : M 一 入 是 光滑 映射 ， 
已 的 和 钦 处 处 是 . 则 对 于 任意 的 g € f(M),f'(q) 是 以 的 m 一 7 维 闭 的 嵌入 
子 流 形 . 

证 明 记 4=f/'(q) 关 名 .因为 映射 f 的 连续 性 ,A 是 MM 的 闭 子 集 .由 
引 理 5. 3, 对 于 任意 的 p € 4, 存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U ;7 ) 及 点 9 二 f(p) 的 
局 部 坐标 系 (V ;y*) ,使 得 

f(U)CV, rz(p)=0, y(g)=0, 
并 且 y。j 了 一， 1 委 4 委 7， 
y °。 f=0, -十 1 过 4 过 nn. 
这 意味 着 在 U 中 只 有 前 7 个 坐标 为 零 的 点 在 f 的 作用 下 映 为 q, 即 
ANMNMU= {7X7") EU:zZ 一 … 一 心 一 0)， 
根据 定理 4.4,4 是 M 的 z2 一 ”> 维 闭 的 戏 和 信子 流 形 ,并 且 (4 站 Cizlano) 是 4 
的 局 部 坐标 系 . 

推论 5.5 设 角 ,NN 分 别 是 m 维 和 维 光滑 流 形 ,m 二 n,f :MN 是 光 
滑 映射 . 奉 / 了 在 点 如 E M 是 淹没 , 则 对 于 任意 的 g= f(p) EN, 户 (9) 是 M 的 
m 一 n 维 闭 的 舱 入 子 流 形 . 

现在 可 用 定理 5.4 证 明 SL(n),O(n) 是 GL(n) 的 闭 的 租 入 子 流 形 . 

例 3 SL(n). 

定义 映射 :GL(n) 一 R 为 

f(a)= deta, Va € GL). (5. 20) 
显然 了 是 光滑 映射 ,并且 f 的 秩 处 处 为 1. 
实际 上 , 设 a4 二 (4;)), 且 记 @i; 在 a 中 的 代数 余子 式 为 A7, 则 


af 
m= A. (5. 21) 


iJ 


对 于 任意 的 a € GL(n), 必 有 一 对 指标 i,j, 使 得 A” 关 0, 故 f 的 秩 处 处 为 1. 由 
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定义 ,SL(n) = 广 :(1), 故 SLC) 是 GL(n) 的 mn 一 1 维 闭 的 如 和 信子 流 形 . 
例 4 0O(n). 
用 SM(n) 记 n Xn 对 称 和 矩阵 的 集合 .很 明显 ,SM (n) 等 同 于 R ,其 中 入 = 


Fnln 十 1). 定义 映射 


f :GL(n) — SM(n) 
为 f(a)=a'.a, VaE€ GL(n). (5. 22) 
这 是 光滑 映射 ,并 且 O(n) = 广 '(e), 其 中 e 是 nn Xz 单位 矩阵 .我 们 要 证 明 Jf 
的 秩 处 处 为 


n 
Fn 十 1). 


对 于 2E GL(n), 用 L,(a) 表示 在 GL(n) 的 元 素 a 的 左边 乘 上 2, 用 及 (Ca) 
表示 在 GL(n) 的 元 素 a 的 右边 乘 上 2, 即 
L,(a) 一 0。a， 
R,(a) 一 4。0. 
很 明显 ,DR : GL(n) 一 GL(n) 是 光滑 映射 , 且 
(L;) 三 Li, (R,) = Ri, 
所 以 工 ,Rs 都 是 GL(n) 到 上 自 吴 的 可 微 同 胚 . 


注意 到 
f° R,(a) =(a .6b):. (GD) 
一 0 六。(QC。Q4)。D 
=Ly°。 R,° f(a), (5. 23) 
所 以 
fis° (Ry) = (Li),,° (Ri,).,° f,.. (5. 24) 


切 上 映射 (R,),。 和 (Ly)、 ,都 是 满 秩 的 ， 族 急 映射 了 和 六. 有 相同 的 秩 .我 们 只 
需 证 明 了、。 的 秩 是 二 zz 十 1). 


直接 计算 得 到 
EA 2 a 二 
1j k,l=1 ij a 一 kl 
9 9 
~ a, 十 a. (5. 25) 
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9 
一 2 《cz 十 ci) Aa 
因此 
kerf ,, = (二 :+ 中 (5. 26 ) 
i,j=1 17 


dim (kerf,.) = Fnln — 1). 


所 以 ,由 维 数 定理 得 到 
rk,f =dimGL(n) — dim(kerf,.) 


=n? — n(n — 1) 


2 
1 
一 F717 十 1). 


根据 定理 5.4,O(n) 是 GL(n) 的 闭 的 n(n 一 1) 维 嵌入 子 流 形 . 

4 黎 曼 曲面 

考虑 Ri 中 的 单位 球面 57. 在 $1 我 们 已 经 给 出 过 5? 的 坐标 覆盖 ,现在 我 
们 采取 另 一 种 做 法 . 
取 S? 上 的 点 P= 二 (0,0,1) 为 北极 ,点 Q = (0,0， 一 1) 为 南极 . 令 

Uj=S\P}, U_= SA\{Q) 

则 {UU ,0_} 是 5S? 的 一 个 开 覆 盖 . 作 球 极 投影 9 :Uy 一 Ri，9p :U_ 一 RR 
为 


+ 4 
1 一 z 1 一 > 


Pp (Z yzZ) -| 


p(x,y,2) = | 二 ,| = (7). (5. 28) 


将 R’ 等 同 于 复 平面 C, 令 5 和 = 十 17,6 = 二 十 17, 则 通过 映射 


U, RC 和 1 RC 


分 别 建立 了 UV+ 和 UU- 与 复 平面 C 之 间 的 一 一 对 应 ,因而 复数 5 可 以 作为 + 中 
的 点 的 坐标 ,6 可 以 作为 U_ 中 的 点 的 坐标 . 这 样 ,在 交集 U1 站 UU- 中 每 一 点 有 
两 个 复 坐标 5 和 ,坐标 变换 是 

z = 志 ， 5 = 到. (5. 29) 


由 此 可 见 , 是 《的 复 解析 函数 ,是 “的 复 解 析 函 数 . 在 w+ 中 南极 对 应 于 《= 
0, 在 U- 中 北极 对 应 于 $ = 0. 上 面 的 复 坐 标 变换 公式 说 明 当 上 -一 0 时 有 |5| 一 
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co ,因此 通常 在 复 平面 C 中 加 进 一 个 无 穷 远 点 ce 成 为 扩充 复 平面 , 记 为 C. 从 
而 在 V+ 中 看 ,北极 正好 对 应 于 这 个 无 穷 远 点 . 这 就 是 说 ,C 与 $: 能 够 建立 一 
一 对 应 ,而 无 穷 远 点 co( 即 北极 ) 的 复 坐 标 系 是 由 545。 :UV_ 一 C 给 出 的 . 装 
备 了 如 上 复 坐 标 结构 的 C 或 5S? 称 为 黎 曼 球面 . 

上 面 的 例子 的 一 般 化 就 是 黎 曼 曲面 . 

”定义 5.2 设 必 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 .如 果 每 一 点 p E€ M 都 有 一 
个 开 邻 域 U 以 及 从 UU 到 复 平面 C 的 一 个 开 子 集 的 同 胚 p:U 一 pg(UV)CC, 因 
而 在 每 一 点 p 的 附近 能 建立 复 坐 标 系 ,并 且 任 意 两 个 这 样 的 复 坐 标 系 (U ,9) 
和 Vy) 在 U 人 VV 关 名 时 , 复 坐 标 变 换 

yp :PU UV CC >IU NN VCO), 
pep :YU NVICC)—> oOU VCC) 
分 别 是 区 域 gCU 站 V) 和 YU 门 V) 上 的 复 解 析 函 数 , 则 称 M 是 一 个 黎 曼 曲 
面 ,或 一 维 复 流 形 . 
如 所 周知 ,定义 在 区 域 DCC 上 的 复 变 函数 w == f(z) 是 复 解析 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 它 满足 Cauchy 一 Riemann 方程 . 即 : 若 设 > = 二 工 十 iy,g = 
Ref(z),h = Imf(z), 则 


dg 0 员 gg _ dh 
ar ay， dy ar 


黎 曼 曲面 的 原始 概念 是 Riemann 提出 来 的 ,他 的 目的 是 为 了 给 多 值 解析 
晃 数 设想 一 个 单 值 化 的 定义 域 . 最 简单 的 例子 是 多 值 函数 w 二 V z. 

当 z 天 0 时 ,z 一 |zj|ece+2o ,其 中 0 声 argz 过 2x. 这样, 当 == 偶数 时 ， 
给 出 w 的 一 个 单 值 分 支 


(5. 30) 


当 角 二 奇数 时 ,给 出 ww 的 另 一 个 音信 分 支 
CVD ee 


~ |z|ierd"e 

取 两 个 CV{0) ,将 它们 沿 正 实 轴 割 开 , 所 得 的 区 域 分 别 记 为 Ci,Cs.C, 的 
边界 是 两 条 正 实 轴 L 和 ,分 别 镶 在 第 一 象限 的 下 边 和 第 四 象限 的 上 边 . 同 
理 ,C, 也 有 这 样 的 边界 L ,Li. (Vz) 在 C, 的 内 部 是 解析 的 ,并 且 一 直 连 续 
到 C, 的 边界 .但 是 当 z 二 + 之 0 时 ,(Vz)i 在 志和 Li 上 的 值 是 不 相同 的 ， 
它们 分 别 是 VT 和 一 VT. 同 理 , 当 z =x>0 时 ,(Vz), 在 三 ,Lr 上 的 值 
分 别 是 一 -Vz 和 vz. 因此 ,有 理由 把 14 与 72 等 同 起 来 , 把 六 与 74 等 同 
起 来 ,于 是 得 到 一 张 曲面 , 它 是 C\{0} 的 二 重 覆盖 . 点 0 可 以 添加 到 这 张 曲 面 
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中 去 ,仍旧 得 到 一 个 光滑 的 2 维 流 形 . 在 这 张 曲面 上 , Vz 成 为 单 值 的 解析 函 
数 . 这 个 曲面 就 是 在 原始 意义 下 函数 Vz 的 黎 曼 曲面 当然 ,这 原始 的 黎 曼 曲 
面 符合 我 们 的 定义 5. 2. 

更 一 般 地 ,可 以 考虑 函数 f(z,w) 一 wr 一 P,(z) ,其 中 P,(z) 是 = 的 多 项 
式 ,并 且 假 定 P,(z) 没 有 重 根 . 则 由 方程 f(z,w) = 0 解 出 的 函数 w= VP,(z) 
称 为 代数 函数 . 这 个 代数 函数 可 能 是 多 值 函 数 . 可 以 证 明 , 方 程 f(z,w) = 0 在 


C: 中 确定 了 一 个 ( 实 )2 维 光滑 子 流 形 , 称 为 代数 函数 ww = VP,(z) 的 黎 曼 曲 
面 . 容易 看 出 ,这 是 一 个 一 维 复 流 形 . 


代数 函数 w= 二 V P,(z) 的 多 值 性 可 以 作 如 下 理解 :考虑 投影 x : Cz_> C1， 
它 把 一 对 复数 (z,w) 映 为 (z,0) ,这 里 把 C: 看 作 Cz 中 的 > 轴 ( 图 15). 用 下 记 黎 
曼 曲 面 f(z,w) = 0, 将 天 限制 在 和 上 得 到 映射 zx: 和 -> Cl 若 取 z ECG, 则 原 
象 z 1:(zo) 二 xz-1(zo,0) 恰好 是 C? 中 与 w 轴 平行 的 复 直 线 及 (zo) 与 下 的 交点 ， 
它们 是 函数 ww = V P,(z) 在 点 zo 的 所 有 可 能 的 函数 值 . 但 是 全 是 一 维 复 流 形 ， 
故 在 点 P。 € 卫 的 邻 域内 ,函数 w = V P,(z) 可 改写 成 zg 一 PC6), 其 中 6 是 T 
在 点 Pu 的 邻 域内 的 复 坐标 ,此 时 w 是 《的 单 值 函数 . 因此 ,代数 函数 四 一 
V Ptz) 作为 E 研 的 函数 是 单 值 的 ,但 是 函数 自 变量 的 变化 区 域 复杂 多 了 


它 不 再 是 C: ,而 是 一 维 复 流 形 卫 . 因此 ,代数 函数 ww 二 VP,(z) 的 黎 曼 曲面 是 
这 个 函数 的 单 值 化 区 域 . 


Tf (zw )=0 


在 复 变 函数 论 中 我 们 知道 函数 w = V P,(z) 有 9 个 连续 分 支 , 并 且 己 (z) 
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的 零点 是 该 函数 的 分 歧 点 ( 当 >z 围绕 P,(z) 的 零点 转 一 周 时 , 范 数 z = 


V P,(z) 便 从 一 个 连续 分 支 变 到 另 一 个 连续 分 支 ). 但 是 它 的 黎 曼 曲面 是 C? 的 
光滑 子 流 形 , 本 身 没 有 奇 点 . 
黎 曼 曲面 的 近代 定义 , 即 我 们 在 这 里 叙述 的 定义 5.2, 是 再 . Weyl 在 1913 
年 给 出 的 . 流 形 这 个 基本 概念 的 严格 定义 是 H. Weyl 同时 给 出 的 , 可 参看 
[27]. 
黎 曼 曲面 在 高 维 的 推广 就 是 所 谓 的 维 复 流 形 ,其 定义 和 定义 5.2 类 似 . 
读者 不 妨 试 着 叙述 它 的 定义 (参看 [2]). 
5” 力学 中 的 例子 
在 物体 运动 的 客观 空间 中 ,引入 第 卡 儿 坐 标 系 OXYZ. 为 了 描述 入 个 质 
点 构成 的 质点 组 的 运动 ,在 同一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 OXYZ 内 考虑 , 以 把 它们 
表示 为 
{ms xt) yt) 2) :v= 1 ,nN}, 
其 中 t 是 时 间 ,m, 是 第 v 个 质点 的 质量 , (zx,(2) ,y(t),z,(2)) 是 第 v 个 质点 在 时 
刻 z 的 位 置 ,它们 的 全 体 表示 质点 组 的 位 置 形 态 ,简称 为 位 形 . 于 是 我 们 可 以 
引入 由 3 入 个 数 的 数组 构成 的 抽象 空间 有 2 来 表现 位 形 , 并 假定 它 有 标准 的 欧 
氏 度 量 , 称 为 质点 组 的 位 形 空间 C. 质点 的 每 一 个 位 形 c 记 作 
Wi 1() 
Us y1(t) 
c= lus |= |zi(t) |. (5. 31) 


U3N zn(t) 
将 时 间 z 及 在 该 时 刻 达 到 的 位 形 结合 在 一 起 构成 一 个 事件 . 一 个 事件 是 指 3N 
十 1 工 个 实数 的 有 序 组 , 即 
e 一 (uy Uanst). (5. 32) 
它 所 在 的 空间 就 是 事件 空间 ,这 里 了 表示 转 置 . 

把 时 刻 上 时 质点 组 的 位 形 (zx xz, ……zsv) 7” 及 在 该 时 刻 的 速度 (ts，,…， 
zn)7 联合 在 一 起 , 称 为 在 该 时 刻 质点 组 的 “状态 ” 状态 空间 记 为 5S. 将 系统 的 
位 形 和 速度 合 在 一 起 称 为 状态 的 原因 是 :力学 系统 一 般 由 二 阶 常 微分 方程 组 
所 制约 (牛顿 第 二 定律 ) ,而 时 刻 上 的 位 形 和 速度 给 出 了 该 系统 的 初始 条 件 , 因 
而 唯一 地 确定 了 系统 的 过 去 和 未 来 .在 状态 空间 S 中 加 进 时 间 轴 便 得 到 状态 
时 间 空 间 了 7. 

这 些 就 是 描写 质点 组 运动 时 所 用 到 的 几 种 空间 的 概念 . 

质点 组 的 位 形 c 被 强制 限定 满足 有 限 方程 
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f (xiyzz，… Uan) 一 0， 
或 质点 组 的 事件 e 被 强制 限定 满足 有 限 方 程 
f (uisuUss "Ua st) 一 0， 
这 样 的 约束 称 为 几何 约束 . 几何 约束 的 有 限 方 程 在 事件 空间 中 决定 了 一 张 超 
曲面 . 
在 事件 空间 中 , 设 P 是 约束 曲面 上 一 点 .车 从 PP 出 发 能 引出 一 条 满足 约束 
方程 的 轨 线 到 达 @, 则 QQ@ 点 称 为 P 在 约束 作用 下 的 可 达 点 . 
力学 系统 由 于 约束 而 形成 的 位 形 可 达 子 空间 往往 是 一 般 的 微分 流 形 , 和 
欧 氏 空 间 是 不 同 胚 的 . 大 范围 的 Lagrange 力学 就 以 微分 流 形 为 基础 (参看 
L16]). 作为 例子 ,我 们 叙述 广义 坐标 的 概念 . 
考虑 N 个 质点 构成 的 系统 , 受 4 个 独立 的 几何 约束 的 限制 : 
万 (zyUsvot) 一 ci， 
- ..。 (5. 33) 
faluis"*" ,Uanst) = Ca. 
所 谓 几 何 约束 组 (5. 33) 是 独立 的 是 指 :在 所 讨论 的 区 域 上 ,Jacobi 矩阵 


Af .了 对 
M1 an 


ds a 
M1 Man 


的 秩 是 d. 不 妨 设 
9(j ,fa) 
9(U1,*** ,Uy) 
则 可 作 管 卡 儿 位 形 空间 C 到 另 一 个 新 的 空间 X 的 变换 
Ze =faluiy Unst), 1 Sad, 
| dd 十 1 三 4 过 3N. 


天 0， (5. 34) 


(5. 35) 


由 于 


9(CZi 9 3N ) 
9(ui »""* ,U3N) 


故 根据 隐 和 函数 定理 从 (5. 35) 可 解 出 
Us = UT Ta Tar1 ss Tan st). (5. 37) 
当然 ,zj 也 可 以 取 如，… ,usw 的 别 的 函数 ,只 要 Jacobi 行列 式 (5. 36) 不 为 零 即 
可 . 
关系 式 (5.35) 和 (5. 37) 建立 了 C 空间 和 XX 空间 在 所 讨论 区 域 上 的 一 一 
对 应 .此 时 ,在 X 空间 中 看 ,约束 条 件 (5. 33) 成 为 


天 0， (5. 36) 
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XI 一 Cl = Cy. 
记 . 
Xati = qsXawn = qd (n= 3N— 4d), (5. 38) 
则 在 约束 条 件 (5. 33) 下 系统 的 3 入 个 笛 卡 儿 位 形变 元 ww ，… ,usw 可 以 表示 成 
个 变 元 91，… ,9q, 的 函数 

Us —=Us(Ciy ysCas Tarls"* »Tan st) 
=u,(qi,""* ,qn»t), (5. 39) 

这 个 变量 g1，,… ,9g 称 为 系统 的 Lagrange 广义 坐标 . 从 几何 上 看 ,广义 坐标 
qi,…,,9, 不 再 具有 象 笛 卡 儿 坐标 那样 明确 的 几何 含义 ,它们 只 是 位 形 可 达 了 于 
空间 (微分 流 形 ) 中 的 局 部 坐标 系 . 

例 5 考虑 由 两 个 质点 mi ,mz 构成 的 系统 ,质点 mi 与 定点 0 的 距离 为 ni， 
质点 mz 与 mi 的 距离 为 72. 这 是 由 两 条 细 杆 连结 一 个 定点 与 两 个 质点 构成 的 
自由 摆 , 杆 的 质量 不 计 ( 图 16). 


mm, 


m, 


图 16 


该 系统 的 位 形 空间 C 中 位 形 可 达 子 空间 是 两 个 球面 的 拓扑 积 S* (7r1) X 
S* (7,). 约束 条 件 为 
fi 二 Xi 十 YY 十 Xi 一 71 二 0， 


(5. 40) 
f; 二 (Xz 一 1) 十 (yz 一 y1)” 十 (zs 一 2Z1) 7-2 一 0 
在 每 一 个 球面 上 取经 纬度 2 ,0 ,和 ,0 作为 广义 坐标 , 则 
ui 一 Zi =ricos Vicos p， 
us 一 Vi =rcos Oisin 9， 
二 之 | 二 riSin 0， 
3 (5. 41) 


Us 一 Zi 一 rcOs Oscos p+ ricos Vicos 9， 
Us 一 ya =72sC0s Ossin +t ricos Visin 9， 


Ue 一 之 =7,Sin 0, 十 7-1S1n 0.. 
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注意 , (qi,9;,93,44) 一 (9.,01,9,0;) 不 是 在 ri) X Sr,) 上 大 范围 有 效 的 
坐标 系 , 它 的 有 效 区 域 是 0, 天 士 ,6 关 土 也 .车 要 研究 0 一 土工 ,或 0 一 二 


7 的 情形 , 则 要 取 另 外 的 广义 坐标 . 
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1"” 流 形 的 定向 

向 量 空间 有 定向 的 概念 . 例如 ,在 3 维 欧 氏 空间 中 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 分 为 
右手 系 和 左手 系 两 种 . 3 维 欧 氏 空间 Rs 中 的 刚体 运动 把 右手 单位 正 交 标 架 变 
为 右手 单位 正 交 标 架 ,而 Ri 关于 平面 的 反射 (镜面 反射 ) 把 右手 单位 正 交 标 架 
变 为 左手 单位 正 交 标 架 , 把 左手 单位 正 交 标 架 变 为 右手 单位 正 交 标 架 . 通常 我 
们 说 ,刚体 运动 保持 Rs 的 定向 不 变 , 而 镜面 反射 则 翻转 了 空间 Rs 的 定向 . 

一 般 地 , 设 V 是 n 维 向 量 空间 , {6;} 和 {e,) 是 V 的 两 个 基底 ,它们 可 以 互相 
线性 表示 . 设 


n 


e; 一 jai6,, (6. 1) 


则 det(ai) 冯 0. 我 们 在 V 的 基底 之 间 引 进 如 下 的 关系 一 :如 果 在 表达 式 (6.1) 
中 ,det(a?) > 0, 则 称 {e) ~ {6;). 自然 , ~ 是 VV 的 全 体 基底 之 间 的 一 种 等 价 关 
系 .V 的 基底 在 等 价 关 系 ~ 下 的 等 价 类 称 为 Y 的 一 个 定向 . 向 量 空间 VV 有 两 
个 定向 .属于 同一 个 等 价 类 的 两 个 基底 称 为 定向 相同 的 . 属于 不 同等 价 类 的 两 
个 基底 称 为 定向 相反 的 . 很 明显 ,如果 {6;} 是 V 的 一 个 基底 , 则 当 其 中 一 个 基 
底 向 量 的 指向 翻转 之 后 , 便 得 到 与 原 基底 定向 相反 的 基底 . 与 定向 4 相反 的 定 
向 记 作 一 4. 

设 必 是 m 维 光滑 流 形 , 则 在 每 一 点 p € M 有 切 空间 T,M. 作为 向 量 空间 ， 
TM 有 两 个 定向 . 我 们 首先 给 出 切 空间 的 定向 沿 一 条 路 径 连 续 延 拓 的 概念 . 

定义 6.1 设 a: [0,1]->M 是 光滑 流 形 M 上 的 一 条 路 径 ( 即 :a 是 连续 映 
射 ). 设 在 每 一 点 上 E [0,1], 指 定 了 ToaM 的 一 个 定向 , 记 为 久 . 若 在 每 一 点 
E [0,1], 有 M 在 点 alto) 的 局 部 坐标 系 (U0 ;zx) 及 在 [0,1] 中 的 邻 域 [# 一 
1,to 十 62j( 当 t= 0 时 ,51 = 0; 当 w= 1 时 ,6, = 0; 在 其 余 情形 9 二 0,6, 二 
0) ,使 得 

a([io — Si,to + 6,]) CU, 


并 且 
9 9 
(二 | Eph, VtE [Lh — Gt t+ 0] 
则 称 y 是 沿 a 连续 延 拓 的 定向 . 
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设 记 ,0 E M,a: [0,1 一 好 是 连 绪 之 ,4 的 一 条 路 径 . 在 了 xj 中 指定 一 个 
定向 %. 若 存在 沿路 径 “连续 延 拓 的 定向 x, 使 得 == 4, 则 称 ToM 一 了 To 杂 中 
的 定向 和 为了,M 中 的 定向 4 沿路 径 x 的 传播 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 设 M 是 连通 的 光滑 流 形 ,p € M. 在 ToM 中 任意 指定 
一 个 定向 4, 则 是 否 能 够 在 每 一 点 9 € M 的 切 空 间 7T。M 中 通过 4 沿 着 从 2 所 
到 4g 点 的 任意 一 条 路 径 的 传播 获得 一 个 确定 的 定 站 ? 

设 4 是 沿路 径 a : [0,1] 一 M 连续 延 拓 的 定向 . 设 (U;z) 和 (V;y) 是 作 
的 两 个 局 部 坐标 系 , 且 a(to) EU [1V ,而且 


[ 霹 ,… 2| 
azl” “gzm 


a(t0) 


和 


9 . 9. 
丝 属 于 py , 即 这 两 个 基底 有 相同 的 定向 ,所 以 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 在 后 
a(to) 有 
pl 
QCy sy” ) ac) 

特别 是 , 当 忆 站 站 连通 时 ,由 Jacobi 行 列 式 了 的 连续 性 可 知 在 过 人 了 上 有 7 > 
0. 这 个 事实 导致 下 面 的 定义 : 

定义 6.2 设 MH 是 m 维 光滑 流 形 . 如 果 存 在 M 的 一 个 容许 的 坐标 卡 集 
-or 二 {(U。,9。)) ,使 得 {U。) 构成 M 的 开 覆 盖 , 并 且 当 U, 站 Up 关 名 时 ,坐标 
变换 : 


J (6. 2) 


gp ° Fr! : PU, (| Ug) > GlU, {1 Ug) 
的 Jacobi 行列 式 
det| | > 0， (6. 3) 

则 称 M 是 可 定向 的 m 维 光滑 流 形 . 

满足 条 件 (6. 3) 的 两 个 坐标 卡 (U0。,9.) 和 (Up,9e) 称 为 定 问 相 符 的 . 所 以 ， 
可 定向 光滑 流 形 就 是 有 一 个 由 定向 相符 的 容许 坐标 卡 构成 的 坐标 覆盖 的 光滑 
流 形 . 

定义 6.3 “对 于 可 定向 光滑 流 形 M, 由 定向 相符 的 容许 坐标 卡 组 成 的 极 
大 坐标 卡 集 称 为 M 的 一 个 定 问 . 

命题 6.1 设 M 是 一 个 可 定向 连通 光滑 流 形 ,在 任意 一 点 Pp € MM 的 切 空 
间 T,M 上 指定 一 个 定向 , 则 通过 该 定向 沿 着 从 点 p 出 发 的 任意 一 条 路 径 的 传 
播 在 每 一 点 go € M 的 切 空间 ToM 上 唯一 地 确定 了 一 个 定 问 . 


一 
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证 明 已 假定 MM 是 可 定向 光滑 流 形 , 故 可 在 M 上 指定 一 个 定向 , 设 为 
-1 于 是 在 每 一 点 ME M 的 切 空间 T,M 上 有 一 个 确定 的 定向 内 , 它 是 由 点 4 
处 属于 -ex 的 容许 坐标 卡 的 自然 基底 给 出 的 . 

现 设 在 点 p € M 的 切 空间 T,M 上 指定 一 个 定向 . 不妨 设 4= 必 . 若 不 然 ， 
只 要 改变 M 的 定向 就 行 了 (将 属于 定向 -ei 的 每 一 个 局 部 坐标 系 的 第 一 个 坐 
标 函数 反 号 ,所 得 的 局 部 坐标 系 仍 然 是 定向 相符 的 ,它们 构成 M 的 另 一 个 定 
回 , 记 为 一 -oz). 我 们 要 证 明 : 对 于 每 一 点 qg € M,T,M 的 定向 局 是 由 4 沿 着 
连结 p,q 的 任意 一 条 路 径 的 传播 得 到 的 . 

为 此 , 设 7: [0,1] 一 MM 是 连结 PpP\9 的 任意 一 条 路 径 , 要 证 pr ,t E€ [0,1] 
是 疝 7 连续 延 拓 的 定向 . 由 于 [0,1] 的 紧 致 性 ,不 难 证 明 存在 [0,1] 的 一 个 分 
割 

0 一 轴 二 五所 办 一 1 
使 得 Y([t_1,t11]) 落 在 属于 .ez 的 某 个 坐标 域 Us。 内 (Gi = 0,1,…, Ni; 假定:_， 
= 0,tw41 = 1). 根据 的 定义 ,pooy GE [ti_1,ti+1j) 是 由 (U6,9.) 的 自 然 基底 给 
出 的 定向 ,因此 pro 是 沿 7 连续 延 拓 的 定向 . 因为 yw, = pe 三 4, 故 pj 二 = pya) 
是 定 辣 4 沿 7 的 传播 . 由 此 可 见 , 将 定向 4 沿 着 从 zp 点 出 发 的 路 径 传播 到 点 g 与 
路 径 无 关 . 

推论 6.2 ” 设 M 是 连通 的 光滑 流 形 . 若 在 M 中 存在 一 条 闭路 径 7 : [0,1] 
~ M, 即 7Y(0) ==7(1), 使 得 在 Tx,M 中 的 一 个 定向 4 沿 7 的 传播 在 TyoM = 
Lo 上 获得 相反 的 定向 一 4, 则 M 是 不 可 定向 的 . 

证 明 实际 上 , 着 MM 是 可 定向 的 , 则 由 命题 6.1, 由 4 通过 沿 着 从 zp 出 发 
的 路 径 传 播 在 每 一 点 的 切 空间 上 获得 唯一 确定 的 定向 ,特别 是 通过 沿 着 以 p 
为 基点 的 任意 一 条 闭路 径 传播 得 到 的 定向 仍 应 该 是 4 本 身 . 故 在 推论 6. 2 的 假 
设 下 ,M 必 是 不 可 定向 的 . 

例 1 Mobius 带 是 不 可 定向 的 2 维 光滑 流 形 . 

所 谓 的 Mobius 带 是 取 一 条 长 方形 的 带 ABCD, 将 它 的 一 条 边 DC 在 Ri 中 
扭转 180" 之 后 与 它 的 对 边 4B 粘 合 起 来 得 到 的 图 形 ( 图 17). 

当然 ,要 符合 § 1 所 给 出 的 流 形 的 定义 ,应 该 把 边 AD 和 BC 去 掉 (不 去 掉 
AD,BC 边 的 Mobius 带 就 是 下 面 要 讲 的 带 边 流 形 ). 

为 了 证 明 Mobius 带 的 不 可 定向 性 ,考虑 长 方形 4BCD 中 连结 4B,CD 的 

中 皮 上 ,了 f 的 直线 段 , 当 长 方形 带 粘 合成 Mobius 带 时 该 直线 段 成 为 一 条 封闭 
曲线 . 沿 直线 段 EF 取 标 架 场 {p ;ei ,es) ,使 得 ei 是 EF 的 切 向 量 ,e; 是 EF 的 法 
问 量 ,是 e; 是 从 ei 按 反 时 针 方 向 转 过 90° 得 到 的 向 量 . 很 明显 ,这 个 标 架 场 给 
出 了 切 空间 的 定向 沿 £F 的 连续 延 拓 . 但 是 在 Mobius 带 上 来 看 , 当 点 p 沿 着 该 
曲线 从 天 变 到 下 时 ,ei 与 原先 的 位 置 重合 ,而 e: 恰好 翻转 了 指向 . 这 就 是 说 在 五 处 ， 
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的 一 个 定向 4 沿 EF 传播 到 下 时 得 到 定向 一 4, 故 Mobius 带 是 不 可 定向 的 . 


2” 带 边 流 形 
在 》1 所 定义 的 流 形 没 有 包括 一 些 常见 的 区 域 或 曲面 ,例如 :前 面 例子 中 
的 Mobius 带 ;R" 中 的 闭 实心 球 


D= (zz ER > (7) 1); 
圆柱 面 
91X[L0, 1 = {((z,y,z2)E Ri:rx y=1,0<z<1) 
等 等 . 然而 ,这 样 的 区 域 或 曲面 无 论 在 理论 上 还 是 在 实际 应 用 中 都 是 十 分 重要 
的 . 因此 ,我 们 需要 对 流 形 的 定义 作 一 些 修改 ,以 弥补 这 种 缺憾 . 
用 HH" 表示 R" 中 的 半空 间 


H"= {(z', ,7) ER’: wx’ > 0), (6. 4) 
在 "上 赋予 从 R" 诱导 的 拓扑 ;并 且 记 
aH* = {(xl,*,7X") ER": zx" = 0}, . (6.5) 
称 为 " 的 边界 ,其 元 素 称 为 及 " 的 边界 上 后 . 令 
IntH’" = H"\9H", (6. 6) 


称 为 H* 的 内 部 ,其 元 素 称 为 H" 的 内 点 . 
先 对 H*" 上 的 可 微 函数 作 一 些 说 明 . 设 U 是 H'" 的 一 个 开 子 集 ,f :U 一 R 
是 定义 在 U 上 的 函数 . 如 果 存在 R" 中 的 一 个 开 子 集 避 ,以 及 口上 的 C'* 函数 
:UU 一 R, 使 得 
U=UNH’", 
并 且 
f=f |],, 
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则 称 f:U 一 R 是 C: 的 ; 自然 ,如 果 UCH" 9H", 则 U 上 的 C* 函数 就 是 在 R 
的 开 子 集 U 上 通常 的 C* 函数 . 如 果 习 含有 边界 3 五 " 的 点 , 则 UU 上 的 C* 函数 是 
定义 在 R" 中 包含 U 在 内 的 一 个 开 子 集 上 的 C* 函数 在 U 上 的 限制 . 

按照 这 样 的 说 法 ,H" 中 两 个 开 子 集 U,V 之 间 的 光滑 同 胚 是 指 1-1 映射 
f:U 一 V ,使 得 f 和 广 ! 都 是 光滑 的 ,也 就 是 存在 R" 中 的 开 集 避 ,了 ,以 及 光 光 
同 胚 f : 0 -~ 六 ,使 得 

U=UNH’, V=VNH’, 
且 f=f |]. 
如 果 U 门 98" 关 名 , 则 必 有 VN 站 38" 关 名, 并 且 
fU aH’) CV Nam, 
fi(V NN aH’) CU NN oF. 
这 就 是 说 ,在 H” 的 开 集 上 的 光滑 同 胚 , 把 边界 点 映 为 边界 点 ,把 内 点 上 映 为 内 
点 . 实际 上 ,车 U CH" 是 开 集 , 则 UN9H" 是 R* 中 的 开 集 ,f 必定 把 它 可 微 同 胚 
地 映 为 R" 中 的 一 个 开 集 .但 是 五 " 中 包含 边界 点 的 开 集 不 是 R" 中 的 开 集 , 故 
f (UN\eH’) CV\9H'", 
ff- 1!(V\9H") C UNaD". 
又 因 了 是 1 一 1 的 , 故 
FU NaH’) = nm 3 五 

有 了 这 些 准备 之 后 可 以 叙述 下 列 定义 : 

定义 6.4， 所 谓 C” 带 边 流 形 M 是 一 个 Hausdorff 拓 朴 空间 ,并且 在 M 上 
指定 了 一 个 微分 结构 .ez = {(U。,9.)} ,其 中 U。 是 MM 的 开 子 集 ,是 从 U。 到 HH 
的 开 子 集 的 同 胚 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 

(UV 是 M 的 履 盖 ; z 

(2) 车 (U8) ,Up,99) E97, 则 当 UN Up 着 时 ,pp。Gr!1 和 %。P! 是 
H?" 的 开 子 集 9(U。 门 Up) 和 gy(U。 站 Ug) 之 间 的 光滑 同 胚 ; 

(3).o 是 极 大 的 , 即 : 若 (U,P 是 MM 的 一 个 坐标 卡 , 且 与 属于 .zx 的 任意 一 
个 坐标 卡 满足 上 面 的 条 件 (2), 则 必 有 (U,9) € x. 

很 明显 ,定义 6.4 涵盖 了 定义 1.4. 另 外 ,从 前 面 关于 H”" 中 开 子 集 的 光滑 
同 胚 的 讨论 可 知 , 若 有 (,9) € .x ,使 得 点 p EU, 且 象 点 9p) € 3H", 则 对 
于 的 另 一 个 坐标 卡 (V ,J) € .x ,仍然 有 J(p) E 3H". 这 就 是 说 ,在 坐标 映射 
下 , 映 入 H" 的 边界 387" 的 点 的 性 质 与 坐标 卡 的 取 法 无 关 , 这 样 的 点 称 为 M 的 
边界 点 M 的 边界 点 的 集合 记 为 2M, 即 

二 {p € M: 存在 坐标 卡 (7 ,DJ € x, 使 得 p EU, 和 有 9g(p) € 98H")， 
(6.7) 
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称 为 M 的 边界 . IntM 一 M\aM 称 为 M 的 内 部 , 它 是 通常 意义 下 的 C” 流 形 . 特 
别 是 当 aM =- GZ 时 ,M = IntM. 有 时 为 了 强调 起 见 , 称 这 样 的 M 为 C” 无 边 流 
形 . 

定理 6.3 设 M 是 m 维 C” 带 边 流 形 , 且 3M 隆 儿 , 则 由 MM 的 微分 结构 .x 


诱导 出 9M 上 的 微分 结构 .区 ,使 得 2M 成 为 m 一 1 维 C” 无 边 流 形 . 此 时 ,包含 
映射 i: aM -> M 是 嵌入. 如 果 M 是 可 定向 流 形 , 则 2M 也 是 可 定向 流 形 . 
证 明 ” 设 (U,p) € xy, 则 由 边界 的 定义 可 知 
op(U {1 2M) = op(U) (| 9H", (6. 8) 
它 是 28" 中 的 开 集 . 于 是 在 aM 上 可 以 考虑 如 下 坐标 卡 集 ; 


9 一 { (U,, 9.) : (U,, 9,) 和 -or ,日 UD, 一 U, 站 oaM, 9, 一 由 | }. 


很 明显 ,-z 中 的 坐标 卡 彼此 是 C” 相关 的 . 因为 98" 二 R"', 故 3M 是 通常 意义 
下 的 m 一 1 维 光滑 流 形 , 即 aM 是 m 一 1 维 无 边 光滑 流 形 . 
对 于 p € 9M, 能 找到 坐标 卡 (U ,yp) € .wy ,使 得 
U NaM= {gq EU: (pg(g9))" = 0), (6. 9) 
故 由 定理 4.4 得 知 (i,9M) 是 M 的 嵌入 子 流 形 . 

若 M 是 可 定向 光滑 流 形 ,不 妨 设 .ez 中 任意 两 个 坐标 卡 是 定向 相符 的 , 则 
-x 在 2M 上 诱导 的 坐标 卡 集 - 妈 中 任意 两 个 成 员 也 是 定向 相符 的 . 实际 上 , 设 
(UD VD EAHUNVNaMG.S 

zp) = 98), VpEU; yp)= YP)), VpETV. 

则 当 p EUNVN aM 时 ,有 


xX”(p) = y(p) = 0. (6. 10) 
假定 坐标 变换 y。y71: pg(U my) 一 y(U NV) 的 表达 式 是 
y=y(ry ,TX*), 1 i<m, (6.11) 
则 (6. 10) 式 的 意思 是 | 
yr, 0" 1,0) = 0. (6. 12) 
在 点 9 EU NV 几 9M 处 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
Dy 纪 
az:i ar™ 
1  。。。 和 ， ， 
了 i 2 
Aax! ar”™ 
0 0 2 


EE TE RT TOTRTO ~ - - - 


3 6 可 定向 微分 流 形 和 带 边 流 形 。117 。 


0 2 
Q(X ,eT 1) Kg) A™ | so 
注意 到 , 当 z 之 0 时 ,有 
y™ -一 yy” (xX! ST” !,T”) > 0， (6. 13) 
且 (6. 12) 式 成 立 , 故 有 
2 > 0. (6. 14) 
dz 太一 0 
i OY” , 
若 不 然 , 设 了 | 。 二 0, 则 由 Taylor 展开 式 得 
XT =0 
: "= (zr") 
y 一 必 7 四 之 1， 


其 中 olx”") 是 关于 x” 的 高 阶 无穷 小 ,这 与 (6. 13) 式 相 矛盾 . 由 于 
A(y!l ,ee »Yy”) 
oxX! ,TX™) 

故 对 于 gq EUVNM3M 有 


9(y' yy 1) 
a(x! "°° i ) 


汪 0， 


Hg) 


之 0， 


Hq) 


即 .ez 中 任意 两 个 成 员 是 定向 相符 的 ,aM 是 可 定向 的 . 

定义 6.5 设 M 是 m 维 有 向 的 带 边 光滑 流 形 ,32M 关 名 ,x 是 MM 的 定向 . 
对 于 局 部 坐标 系 (U ;x') € x , 当 

U=UNaM= {xr ,0,7") EU 一 0) 尖 他 

时 ,在 口上 取 局 部 坐标 系 (( 一 1D)”. zi,zx?,…,x”"1)., 由 这 样 的 局 部 坐标 系 在 
2M 上 确定 的 定向 称 为 由 M 的 定向 在 边界 aM 上 诱导 的 定向 . 

例 2 定义 6.5 在 边界 上 所 规定 的 诱导 定向 与 微 积 分 学 中 关于 平面 区 
域 .空间 区 域 的 边界 上 的 诱导 定向 是 一 致 的 . 
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设 刀 是 R: 上 的 有 界 区 域 . 在 微 积分 学 中 规定 2D 的 正 向 为 : 沿 着 9D 的 正 
回 行进 时 ,区 域 忆 在 行进 者 的 左 侧 ( 图 18) 

若 刀 是 Rs: 中 的 有 界 区 域 , 则 微 积分 学 规定 ,aD 的 外 法 向 为 aD 的 正 向 (图 
19). 

用 本 节 的 说 法 ,首先 在 边界 点 上 取 与 空间 的 定向 相符 的 坐标 系 ( 即 右 手 
系 ) ,使 最 后 一 根 坐 标 轴 的 正 向 指向 吃 的 内 部 (因而 保证 x” 之 0). 当 m 二 2 时 ， 
zl! 给 出 了 9D 的 诱导 定向 . 当 m = 3 时 ,3D 的 诱导 定向 是 由 (一 x1,x?) 给 出 的 . 
此 时 ,由 一 x? 轴 的 指向 , 即 取 aD 的 外 法 向 为 它 的 诱导 定向 . 

在 一 般 情况 下 ,在 M 的 边界 点 上 取 流 形 M 的 定向 相符 的 局 部 坐标 系 时 ， 


-2 总 是 指向 内 部 的 . 现在 ,我 们 所 需要 的 在 边界 2M 上 的 诱导 定向 是 由 它 的 
内 法 向 或 外 法 向 来 决定 的 , 视 流 形 M 的 维 数 是 偶数 或 奇数 而 定 . 换言之 ,我 们 
考虑 如 下 与 M 的 定向 相符 的 局 部 坐标 系 (( 一 1)mzlyZ2 Zn 1,(— 1)”x” )， 
对 应 的 自然 标 架 为 


(— 1)* 2 ,2 


az Ari” 


9 


9 m 
9 ar™-! 9 ( 1) ar”™ . 


当 是 偶数 时 ,( 一 1)" 5 指 向 内 ; 当 为 奇数 时 ,( 一 1)” 5 指向 外 .此 时 ， 
9M 上 的 定向 由 
((— 1)”zx! ,7X ,TX ), 

或 由 
,2 2 

azl ar” “az 1 

给 出 . 因此 为 简单 起 见 ,我 们 通常 说 : 当 MM 是 偶数 维 带 边 流 形 时 ,在 2M 上 的 诱 
导 定 向 是 内 法 向 ; 当 M 是 奇数 维 带 边 流 形 时 ,在 9M 上 的 诱导 定向 是 外 法 问 . 
对 边界 的 诱导 定向 作出 这 种 比较 复杂 的 规定 的 原因 是 为 了 第 四 章 $5 的 
Stokes 定理 的 叙述 比较 简洁 . 


(一 1)” 


习题 
1. ”假定 x 是 维 流 形 M 的 一 个 坐标 卡 集 ,并 且 
(1) -ez 构成 M 的 一 个 开 覆 盖 ; 
(2) 属于 ,ex 的 任意 两 个 坐标 卡 是 C" 一 相关 的 . 
证 明 : 若 MM 的 两 个 坐标 卡 (U0,9) 和 (CV,y) 与 xo 中 每 一 个 成 员 都 是 C” 一 
相关 的 , 则 (U ,9) 和 (7,%) 是 C" 一 相关 的 . 
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n 十 ] 
2. 设 S*= (zzZTD ER > (7z)? 二 1). 令 
1 一 1 


A 一 (0,..,0,1), S = (0,.…,0, — 1)， 
称 为 3" 的 北极 和 南极 . 设 U = SANN) ,定义 球 极 投影 由 :Vi 一 R" 如 下 : 
1] 一 rm 十 1 1] 加 rz 十 1 


同 理 可 定义 U;, = "AN ) ,ms 一 及 "为 


. 
9 


PD (Xl ,XT"11) -一 | 


x x 
证 明 :{((U.,9) : a 二 1,2) 给 出 了 5" 的 一 个 光滑 结构 ,并 且 它 与 $31 例 3 所 给 
出 的 光滑 结构 是 同一 个 . 

3. 证明; 8 1 例 4 中 的 映射 J: 0。 一 R" 及 其 逆 映 射 是 连续 的 . 

4. ” 设 是 R 中 的 一 个 非 空子 集 . 阁 对 中 任意 一 点 2p, 都 有 Pp 在 R’ 中 
的 一 个 邻 域 吕 ,使 得 U 门 允 是 某 个 正则 光滑 参数 曲面 9 : D 一 Ri 的 象 集 ,其 中 
D 是 R’ 中 的 一 个 连通 开 集 , 则 称 2 是 R 中 的 一 个 光滑 曲面 .证 明 :R* 中 的 光 
滑 曲 面 之 是 一 个 2 维 光 滑 流 形 . 

5. 证明:Rs 中 的 圆 环 面 (Vz 十 yx 一 R)? 十 xz? 二 7*(r 过 R) 是 一 个 2 
维 光滑 流 形 . | 

6. 证明: 在 光滑 流 形 M 上 经 过 一 点 x 的 两 条 光滑 曲线 的 相 切 关系 ( 参 
看 (3. 12) 式 ) 与 M 在 点 ze 处 所 采用 的 局 部 坐标 系 无 关 . 

7. 设 M,N 是 光滑 流 形 , 且 人 M 是 连通 的 .上 : M 一 六 是 光滑 上 映射. 证明 : 
若 在 每 一 点 p € M 有 fs 二 0, 则 了 是 常 值 映射 

8. ” 求 下 列 映 射 的 切 映 射 /, 和 余 切 映射 f* . 

(1)f:R 一 Ri,f(t) = 二 (t,at),a 是 固定 实数 ; 

(2)f:R’:—> R’,f (zr,y) = (xcosy, xrsiny); 

(3)f:R — R’,f(t) = (cos27t,sin2nt). 

9. 设 映射 了 :了 R: -一 及 :定义 为 

yi 一 Tie2 二 x, ya 一 ez — Xx. 

证 明 f 是 光滑 同 胚 ,并 且 求 切 映射 上 .和 余 切 映射 广 在 自然 基底 下 的 矩阵 . 

10. 设 映 射 / :R 一 信和 8:R 一 有 人 :分别 定 义 为 : 

f(x) = (et7, 3x, 一 cos Xi,X? 十 Z 十 2)， 
gy) = (3y: 十 2ys + ,yO— y+ 1). 

(1) 设 广 二 g。J, 求 Fo; 

(2) 设 G= 了 。g, 求 Go. 

11. 设 1:X 一 了 ,g :YY 一 Z 是 光滑 流 形 X,Y,Z 之 间 的 光滑 映射 .证明 .: 
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(1) (g° 1),. =g,. °° f, :T,X—>T,.Z, VpEX; 
(2) (g°。f1)* =f* og :TipZ > TX, VpEX. 
12. 设 必 是 nn 维 紧 致 光滑 流 形 ,f : M 一 R" 是 光滑 映射 .证 明 : 在 M 上 
至 少 存在 一 点 Pp ,使 得 广 ,的 秩 小 于 7. 
13. ”映射 6: Ri 一 R’ 定义 如 下 : 
oO(XisTXs TX3) 一 (ZI1SIn Z 十 ZzcOS Ty, TICOS Za 一 XsSin Xs, Xs) 
证 明 :c 限制 在 单位 球面 S* 上 给 出 S? 到 它 自身 的 光滑 同 胚 . 
14. 在 R 中 定义 如 下 的 等 价 关 系 ;(a1,61) ~ (as,6;) 当 且 仅 当 
al 和 a;mod 1,0 = b,mod 1. 
这 样 , 环 面 三 二 R*/ ~. 设 有 映射 9p: R 一 了 T?, 使 得 
p(t) = (Vv 2 tmod 1 ,tmod 1)， 
证 明 :? 是 光滑 映射 ,并 且 象 集 p(R) 在 7T?* 上 是 处 处 稠密 的 . 
15. 设 f :MM 一 NN 是 单一 的 浸入 ,将 MM 和 它 在 f 下 的 象 f(M) 等 同 起 
来 .证明 : 在 f(M) 上 由 MM 移植 的 拓扑 细 于 从 图 在 象 集 /CAM) 上 诱导 的 拓扑 . 
16. 设 i:M 一 NN 是 放 的 浸入 子 流 形 , 其 中 i 是 包含 映射 .7 : (a,6) 一 
NN 是 入 中 一 条 光滑 曲线 ,并 且 7Y(Ca,5)) CM = i(M). 举例 说 明 : 未 必 在 每 一 
点 1 € (a,6b) 都 有 7 CD € Tyo,M. 
17. 设 p: M-> N 是 嵌入 子 流 形 ,并 且 wCM) 是 NN 中 的 闭 子 集 . 证明; 对 
于 任意 的 gE C™(M), 必 存在 f € C™(N), 使 得 f/f。9== g. 
. 18. 设 f: M, 一 Na 二 1,2, 是 艇 和 信子 流 形 .证 明 :f :Mx M,N 
Xx NN; 是 嵌 和 人 子 流 形 ,其 中 
Jj (zzZz) 一 (万 (zh), 记 (zz))，VYCzz) EM X M,. 
19. 设 r:R”AN0) 一 人 RP 是 典型 投影 (参看 1 例 4). 证 明 r 是 淹没 . 
20. 设 1:M 一 NN 是 淹没 ,证 明 ;f 是 开 映 射 . 
21. ” 设 MM 是 连通 的 光滑 流 形 ,dimM 之 2. 证明 :任何 一 个 光滑 映射 
1 : M 一 R 都 不 可 能 是 1 一 1 的 . 
22. 映射:R? 一 R 定义 为 
jz y) 一 2 十 zy 十 归 十 1 


问 :在 刀 = (0,0) ,一 | 言 ,于 | ,一 | 一 于 ,一 坷 | 这 三 点 中 有 哪 几 个 点 使 得 
广 :Co)) 是 Rs 的 嵌入 子 流 形 ? 

23， 设 g :U 一 RR 是 定义 在 R' 的 一 个 开 子 集 U 上 的 光滑 函数 , 且 它 的 
梯度 Vg 处 处 不 为 零 . 证明; 对 于 任意 的 cE g(U),g-1(c) 是 U 中 的 一 个 (x 一 
1) 维 垦 和 信子 流 形 . 

24.， 设 /: MN 是 光滑 映射 .车 有 嵌入 子 流 形 i : W 一 NN, 使 得 fCM) 
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CW, 证 明 : 映 射 /:M 一 WW 是 光滑 的 . 
25. 设 % 是 有 ”中 的 单位 球面 (参看 第 2 题 ). 定义 映射 ff: SS" 一 RP" 
如 下 : 
f(x, ,2+1) -一 [Cxl ,+t1) ]， vy (Xl,*** ,Tt1) EE 9”, 
证 明 ;f 是 光滑 映射 ,并 且 它 的 秩 处 处 是 2”. 
26. 证明: 对 于 任意 两 个 给 定点 z,y E R, 存 在 开 区 间 (a,5) 包含 z,y， 
且 有 光滑 同 胚 f : R 一 R 满足 f(x) = y, 并 且 保 持 (a,5) 以 外 的 点 不 动 . 如 果 
将 R 换 成 R", 与 上 述 类 似 的 结论 是 否 成 立 ? 
27. ”设计 是 nn 维 连通 光滑 流 形 . 证明: 对 于 任意 两 个 给 定点 Xx,y E€ MM, 必 
有 光滑 同 胚 f : M -> M, 使 得 f(x) = y. 
28. ”下 列子 集中 哪些 能 作为 R? 的 C- 浸入 子 流 形 ?r 一 ? 
{2 tOU {CG,— 1£):t 0); 
{i(zX,y)ER’:rx==0 或 y= 二 0); 
{(22,2):t ER). 
29. 设 9:X 一 了 是 了 的 单一 浸入 子 流 形 , 并 且 dimX = dimY. 证 明 ; 将 
X 的 微分 结构 经 过 9 移植 到 p(X) 之 后 ,p(X) 是 Y 的 开 子 流 形 . 
30. 设 色 二 n;X: R"-> R” 是 投影 , 即 
Tyl sy ) 一 (yy 
设 2: 和 一 R" 是 光滑 映射 .证 明 :如 果 (r。92,X) 是 R" 的 浸入 子 流 形 , 则 (p;,X) 
是 R" 的 浸入 子 流 形 . 
31. ” 试 在 中 所 有 有 癌 直 线 的 集合 中 给 出 一 个 光滑 结构 ,使 它 成 为 一 
个 2 维 光滑 流 形 . 它 是 否 是 可 定向 流 形 ? 
32. 在 丈 ' 中 考虑 所 有 的 有 向 一 维 平面 的 集合 . 该 集合 也 能 成 为 一 个 光 
滑 流 形 .证 明 这 个 事实 ,并 计算 它 的 维 数 . 
33. 用 p :5S"->S" 表 示 对 径 映 射 
p(x, Xt) 一 (一 Xl! 一 - 2 十 1) 
证 明 :(1) 单位 球面 5S" 是 可 定向 光滑 流 形 ; 
(2) 奎 取 定 S” 的 一 个 定向 , 则 当 m 是 奇数 时 ,映射 p 是 保持 定向 的 ; 当 n 是 
偶数 时 ,p 翻转 了 S" 的 定向 . 
34. ” 设 必 是 连通 的 维 光滑 流 形 ,p €E M, 并 有 旦 在 T,M 中 指定 了 一 个 定 
四. 证明: 如 果 了 AM 的 定向 沿 着 以 p 为 基点 的 任意 一 条 闭路 径 传播 ,在 回 到 p 
点 时 仍然 保持 了 AM 的 定向 , 则 M 是 可 定向 的 . 
35. 证明: 射影 空间 RP" 在 ”是 奇数 时 是 可 定向 的 ;在 ”是 偶数 时 是 不 
可 定 问 的 . 
36. ”直接 证 明 ; 射 影 平面 RP? 是 不 可 定向 的 . 
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37. 证明;Klein 瓶 天 (人 参看 8$5 例 2) 是 不 可 定向 的 . 
， 38. ” 证明; 和 歼 曼 曲面 是 可 定向 的 2 维 光 滑 流 形 . 

39. 设 g:R" 一 R 是 光滑 函数 ,c € g(R"). 假定 g 的 梯度 Vg 在 g-'(Cc) 
上 处 处 不 为 零 . 证 明 : 

(1 )M== {gE€ R”":g(g) 宇 c) 是 一 个 维 带 边 流 形 ; 

(2) g 1!(c) 是 一 1 维 有 向 无 边 流 形 . 

40. 设 M,N 是 连通 的 光滑 流 形 . 证 明 : 

(1) 若 M,N 都 是 可 定向 的 , 则 MX NN 也 是 可 定向 的 ; 

(2) 车 M,N 之 中 有 一 个 是 不 可 定向 的 , 则 M X N 是 不 可 定向 的 . 

(3) 若 aM 尖 gaV = , 则 MM XN 是 带 边 流 形 , 有 是 3M Xx N) = 9M x 
N. / 

41. ” 设 必 是 满足 第 二 可 数 公理 的 m 维 光滑 流 形 ,4A,B 是 MM 中 互 不 相交 
的 闭 子 集 .证明 : 存 在 YE C~CM), 使 得 0 过 yy 夺 1,y14 夺 1,y1s 志 0. 
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在 上 一 章 我 们 已 经 给 出 了 光滑 流 形 的 定义 ,并 且 利 用 光滑 结构 定义 了 光 
清流 形 上 的 光滑 函数 等 概念 . 以 此 为 基础 ,又 定义 了 光滑 流 形 在 任意 一 点 的 切 
向 量 和 切 空间 等 概念 ,它们 是 在 流 形 上 由 光滑 结构 决定 的 重要 的 线性 结构 . 进 
一 步 可 以 探讨 的 便 是 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 . 顾名思义 ,所 谓 切 向 量 场 就 是 光 
清流 形 上 切 向 量 的 一 “ 场 ” 分 布 , 即 在 光滑 流 形 上 每 一 点 都 指定 了 一 个 切 向 
里 . . 

在 本 章 ,我 们 首先 考虑 光滑 流 形 上 全 体 切 向 量 的 集合 ,赋予 它 拓扑 结构 和 
光滑 结构 ,使 它 成 为 一 个 光滑 流 形 , 称 为 切 向 量 从 . 然后 按照 欧 氏 空间 中 的 方 
式 比 较 直 观 地 给 出 光滑 切 向 量 场 的 定义 ,同时 它 能 够 看 成 从 光滑 流 形 到 它 的 
切 向 量 从 的 光滑 映射 . 再 研究 光滑 切 向 量 场 作为 微分 算 子 的 特性 . 光滑 切 向 量 
场 与 光滑 流 形 上 的 单 参数 变换 群 是 密切 相关 的 , 它 提供 了 研究 微分 流 形 上 的 
结构 的 一 种 工具 . 另外 ,定义 在 整个 微分 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 的 性 状 与 流 形 
的 拓扑 性 质 有 关 , 在 这 方面 我 们 要 介绍 切 向 量 场 的 Hopf 指标 定理 . 


$1 切 从 


设 M 是 m 维 光 滑 流 形 , 令 
TM™M = UTM, (1.1) 
它 是 光滑 流 形 M 上 全 体 切 向 量 的 集合 . 首先 我 们 要 赋予 它 一 个 拓扑 结构 和 光 
清流 形 结构 ,使 它 成 为 一 个 2m 维 光滑 流 形 . 
设 映射 +: TM -> M 定义 如 下 ;对 于 任意 的 XE T,M,z EM 令 
T(X) 一 工 . (1. 2) 
这 样 ,对 于 每 一 点 ZE M,x-1(x) 一 了 AM 
假定 M 的 光滑 结构 是 .er = {(U,g) :a ET)，, 令 
W, = x (CU = UTM, 


于 是 UW。 = TM. 对 每 一 个 指标 。€ 了 ,定义 映射 因 :UX Re 一 -1(U,) 如 
下 : 设 | 

x EU,, Y》 一 (yl, ,yy”) € R”, 
则 


Ya (X,Y) 一 Yo 9 (1. 3) 
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其 中 zi = 二 (Hz 委 : 委 和 ,是 V7 .上 由 坐标 映射 勾 给 出 的 局 部 坐标 系 . 显 
然 ,映射 
psa: Us, X R” —> xr-1(U,) 

是 1 一 1 对 应 . 

考虑 TM 中 的 子 集 族 

B = UV {yg W) : W 是 U。 Xx R” 中 任意 的 开 子 集 }. (1. 4) 

容易 证 明 ,多 是 TM 的 一 个 拓扑 基 . 因为 xz:(U,) = J(U。X R”) € 多 ,所 以 
多 构成 TM 的 一 个 覆盖 . 至 于 多 作为 拓扑 基 要 满足 的 第 二 个 条 件 , 即 : 硅 对 于 
任意 的 XE TM, 有 两 个 成 员 Bi,B: € 多 ,使 得 XE€ Bi 们 Bs, 则 必用 的 一 
个 成 员 B, 使 得 XE BC Bi B,( 见 [5],p.27) ,我们 将 通过 仔细 的 处 理 来 进 
行 验 证 . 

假定 XE TM, 并 且 它 属于 多 中 两 个 成 员 的 交集 . 设 这 两 个 成 员 是 yD， 
Xx Vi) 和 ysCD; XV,) ,其 中 DDi1,D; 分 别 是 U。,Ug 中 的 开 子 集 ,Vi,V; 是 R” 中 
的 开 子 集 . 我 们 要 证 明 的 是 存在 多 中 的 一 个 成 员 yy(D XV), 其 中 D 是 Uy 中 
的 开 子 集 ,V 是 R” 中 的 开 子 集 , 使 得 

X EWD XV) CTYD, XV pelD, XV,). 

这 样 ,多 确实 是 TM 的 一 个 拓扑 基 , 且 它 在 7TAM 上 给 出 的 拓扑 使 ZK 成 为 满足 
第 二 可 数 公 理 的 Hausdorff 空间 . 在 此 拓扑 下 ,集合 r (Co 二 J(U。X R”) 是 
TM 中 的 开 子 集 ,y 建立 了 U。X R” 到 x 1(U) 的 同 胚 ,并 且 x:TM 一 MM 是 
连续 映射 . 

在 上 述 假定 下 ,我 们 有 

rx 三 Xx(X) €E Df D, CU,f Uy, 

并 且 
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A ~; dca 9 
一 27 NT) 
其 中 (y ，…，y”) € Vi, yy) 和 V,, 因 而 它们 之 间 有 关系 式 


~ dr 
y 一 = Dy Ea (1.5) 


j=1] 


其 中 | 对 | 是 在 光 清流 形 M 上 从 局 部 坐标 系 (Uoizy ) 到 局 部 坐标 系 (U7 
的 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 . 
考虑 映射 Bs : (Un Up) X R” 一 (U 门 Up) X R"，, 使 得 


Dox, (y! 9""° ,Yy”)) 一 (Z， (yl ,se ,Yy” )) 9 
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其 中 Cy,…,y”") 是 从 Cy,…,y”) 按照 (1.5) 式 计算 的 结果 ,因此 y 是 zx, 六 ， 
“yy” 的 光滑 函数 . 由 于 


所 以 Bs 有 逆 映 射 Bee 二 Bog "1, 它 也 是 光滑 的 . 这 意味 着 映射 
Dag: (Us (1 Ug) XR" 一 (mo Xx R” 
是 光滑 同 胚 . 由 定义 可 知 ,映射 Bs 与 办 ,yo 的 关系 是 
Ya ° Dupo ye '=i1d: x 1(CU。 站 Ugs)— x 1(U., 门 Lo)， 


即 
ps ° Bog = Ya: (Us (1 Up) XxX R”—> x iU, NN Up). (1. 6) 
不 妨 取 = D, = DD 门 D;,; 则 BoD XV,) 是 Ux R” 中 的 开 子 集 ,并 
且 
Pag ° Ye (X) 一 办 -CCX) ED XT， 
所 以 


Da D; xX Vi) CDXT) 关 他. 
因此 ,存在 J '(X) 在 U。 x R” 中 的 开 邻 域 
DXxXVCBaD, XV,)f Dx V,), 
其 中 D 是 U。 的 开 子 集 ,V 是 R” 的 开 子 集 (图 20). 这 样 ,J,(D XV) E 多 ,并 且 
XE JD xV) CYelD, XV,) NN YD, xV,). 
这 就 证 明了 多 是 TM 的 拓扑 基 . 


GD XV ) 
”~~ 


在 TM 上 建立 拓扑 的 过 程 看 上 去 似乎 很 麻烦 ,事实 上 其 直观 意义 是 十 分 
简单 的 . 实际 上 , 设 X,,X, 是 M 的 两 个 切 向 量 . 我们 称 X, ,X, 是 两 个 邻近 的 切 
问 量 ,首先 要 求 它们 的 起 点 Xl 二 T(A1) ,x 一 XA(X,) 是 邻近 的 ,因而 可 以 落 在 
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同一 个 坐标 域内 . 于 是 经 过 局 部 坐标 变换 , 切 向 量 X, 和 XX, 可 以 在 同一 个 局 部 
坐 标 系 下 用 分 量 表示 出 来 . 那 末 , 切 向 量 X; ,Xs 相 邻 近 的 第 二 个 要 求 是 : 当 它 
们 在 同一 个 局 部 坐标 系 下 表示 时 ,分 量 的 差别 很 小 . 这 就 是 前 面 在 TM 上 所 建 
立 的 拓扑 的 实质 . 
至 此 ,很 容易 建立 TM 上 的 光滑 结构 . 如 前 所 述 , (x 1(U。):a € x? 构成 
TM 的 一 个 开 覆 盖 . 对 每 一 个 指标 a € IT, 定 义 映射 $.: r (CU 一 RW 如下: 
5 Dy | = (Zu (1.7) 
这 样 ,是 从 zx-1(U06) 到 Rw” 中 的 开 集 9(U。) x R” 的 同 胚 ,因此 (x (Ce ao) 
是 TM 的 一 个 坐标 卡 ,使 得 TM 成 为 一 个 2m 维 拓扑 流 形 . 如 上 的 任意 两 个 坐 
标 卡 还 是 C” 相关 的 .事实 上 ,ro 门 r :Cap) 关 2 的 充分 必要 条 件 是 U。 


站 Us 关 名 .于 是 当 z i106) 门 x!1(Up) 天 好 时 ,坐标 变换 
é8 ° 6 1 : PU, 由 Ug) X 及 ”一 Ge (Us, 站 Us) X 及 ” 


由 下 式 给 出 : 
6 ° 5。 ! (Ze 9 人 9 yy ) 一 (2p- 9 , Xe” sy! 9""° ,7 ) 9 (1. 8) 
其 中 ， 
Xp = (Gp ° pe ) (Xa ,Te ， 
和 ~. ,Axpg 
i J | 
y 一 2 天 (1.9) 


Jj 一 1 


(对 照 (1.5) 式 ). 显然 ,ze,y 是 re,y 的 光滑 函数 . 这 就 证 明了 坐标 卡 
(Xx-1(U),&,) 和 (x-1CUp),&p) 的 C” 相关 性 .根据 第 二 章 命题 1.1,TM 成 为 一 
个 2m 维 光 滑 流 形 . 

在 TM 的 这 种 光滑 结构 下 ,映射 r:TM 一 人 M 限 制 在 局 部 坐标 域 r (CC。) 
上 的 表达 式 为 

Po No Es Kay Ta YY (Ze ,Te ), (1. 10) 
所 以 x 是 光滑 映射 . 此 外 ， 
ACAIG yy”)) 


一 (ZL 人) 
所 以 YJ: U。X R” 一 x-1(U,) 是 光滑 同 胚 . 
现在 让 我 们 来 分 析 一 下 2m 维 光滑 流 形 TM 的 一 些 特性 : 
(1) 存在 一 个 光滑 映射 + :TM 一 M, 而 且 在 每 一 点 xX € M,r (Xx) 二 
TM 是 一 个 m 维 向 量 空间 , 同 构 于 R”; 
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(2)M 有 一 个 开 覆 盖 人 LV. : a E 7), 且 对 每 一 个 c 有 一 个 光滑 同 胚 y : UV。 
X R” 一 x-!(U,) ,使 得 | 
ToTIYy) = rx, V(r,y) EU , XR”. 

这 就 是 说 ,光滑 流 形 TM 在 局 部 上 可 看 成 积 流 形 U。 XxX R”; 

(3) 任意 固定 x € U,, 定 义 映射 

Yaz: RY*—> x (xr) 一 了 AM， 
使 得 
poz) = flrsy), Vy ER”, 

则 y。,; 是 线性 同 构 . 

这 样 , 否 x EU 站 Up, 则 有 两 个 线性 同 构 y,, ,Yip,: : R”" 一 T,M. 由 此 得 到 
线性 同 构 

pz °° Yor : R”— R”, 

即 Jaz°。 Yi,z € GL(m). 此 同 构 恰 好 是 由 MM 的 局 部 坐标 变换 gp。 1! 在 点 (zx) 


处 的 Jacobi 矩阵 Ja.(x) 二 | 2 | 给 出 的 线性 变换 ,其 中 zy 一 (PRODiCza， 


dre 
… ,ze"). 显然 ,映射 + 一 Jps(zx) 是 从 Un Us 到 GL(m) 的 光滑 上 映射. 

在 第 七 章 我 们 将 以 TM 的 上 述 特性 为 依据 给 出 向 量 从 的 定义 . 因此 , 按 定 
义 ,TM 是 M 上 的 一 个 向 量 从 , 称 为 光滑 流 形 M 上 的 切 向 量 丛 ,简称 为 切 从 . 
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定义 2.1 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 向 量 场 v 是 指 在 流 形 M 的 每 一 点 z， 
都 指定 了 一 个 切 向 量 v(x) € TM. 换言之 , 切 向 量 场 v 是 一 个 映射 n: M 一 
TM ,使 得 v(X) E€ TM. 

简单 地 说 ,光滑 流 形 M 的 一 个 切 向 量 场 是 分 布 在 M 上 的 一 “ 场 ” 切 向 量 . 

定义 2.2 设 v 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 向 量 场 . 若 在 点 x。€ M, 有 局 部 坐 


标 系 (U ;zz) ,使 得 当 切 向 量 场 在 U 上 的 限制 用 自然 基底 {3 线性 表示 成 


m 了 
v|uy = > 一 (2. 1) 
2 


时 ,分 量 v 是 在 点 zo 的 C’ 函数 (0 过 7r 二 oo0), 则 称 切 向 量 场 v 在 点 zo 是 C' 的 . 
如 采 切 向 量 场 v 在 光滑 流 形 M 上 处 处 是 C 的 , 则 称 " 是 M 上 的 C 切 向 量 场 . 
光滑 流 形 M 上 全 体 光 滑 切 向 量 场 ( 即 C” 切 向 量 场 ) 的 集合 记 作 多-(M). 
很 明显 ,在 定义 1.2 中 切 向 量 场 v 在 点 ze 的 C" 性质 与 局 部 坐标 系 (U ;x') 
的 选取 无 关 . 在 直观 上 ,C" 切 向 量 场 " 可 以 说 成 是 以 Cr 的 方式 依赖 于 点 的 一 场 
切 向 量 , 这 里 “以 C 的 方式 依赖 于 点 ”就 是 指 切 向 量 场 用 自然 基底 表示 时 其 分 


二 ， 


-一 
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量 是 点 的 坐标 的 C 函数 ， 
命题 2.1 设 M 是 一 个 光滑 流 形 ,7M 是 M 上 的 切 回 量 丛 , 则 ”是 上 
的 光滑 切 向 量 场 当 且 仅 当 v 是 光滑 映射 w : M -> TM, 且 满足 条 件 r。v = 
Id : Ad 一 AM 
证 明 ”根据 切 向 量 场 v 的 定义 ,映射 v : M 一 TM 满足 条 件 *。v= 二 1d : M 
一 M. 任 取 一 点 p € M, 则 由 切 向 量 场 v 的 光滑 性 的 定义 , 必 有 点 2 的 局 部 坐 
标 系 (U0 ;x') ,使 得 
了 
v|v = 人 5， 
并 且 分 量 v' 是 U 上 的 光滑 函数 . 根据 切 向 量 从 TM 的 光滑 结构 ,映射 ": M 一 
TM 的 坐标 表达 式 是 
EV) = (x TV (TT), "(XT)), 
¥yrXEU 
所 以 v 是 光滑 映射. 反 过 来 也 是 明显 的 . 
在 多 (M) 中 可 以 定义 自然 的 加 法 和 数 乘法 ,使 得 .2 CM) 成 为 向 量 空间 . 
实际 上 ,车 io E 名 (M),4€ R, 则 在 任意 一 点 x € M, 令 
(zw 十 v)(7X) =u(z) + v(z), (2. 2) 
(Au) (XTX) =A u(xz). (2. 3) 
显然 ,x 十 v ,hu 仍然 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 . 
进一步 还 能 定义 光滑 切 向 量 场 和 光滑 函数 的 乘积 . 设 € 2 CNMNM) ,GE 
C™~(M), 则 在 任意 一 点 x € MM, 令 
(f » ux) = f(x) » ulz). (2. 4) 
易 见 1.u€ (MM). 
我 们 有 以 下 的 
命题 2.2 ”光滑 流 形 M 上 全 体 光滑 切 向 量 场 的 集合 盈 (M) 是 实数 域 上 
的 问 量 空间 ,也 是 C” (MD)- 模 . 
这 里 的 C”(WD)- 模 指 的 是 它 是 环 C”(CWYM) 上 的 向 量 空间 . 
既然 光滑 切 向 量 场 是 以 光滑 的 方式 依赖 于 点 的 一 场 切 向 量 , 而 每 一 个 切 
向 量 是 作用 在 该 点 的 光滑 函数 集 上 的 线性 算 子 , 故 光滑 切 向 量 场 v 可 以 看 作 
作用 在 C~CM) 上 的 一 个 算 子 . 设 v E 2 CN ,EC CNM) ,可 以 定义 站) 为 
AM 上 的 一 个 函数 , 它 在 zE M 处 的 值 是 
CC 门 )(Cz) = (CCZz)) 了 了 (2. 5) 
我 们 断言 :vf) €E C”(MD). 实际 上 , 设 x。E€ M, 取 点 zo 的 局 部 坐标 系 (U ;x )， 
则 vlv 有 表达 式 


mm 
uv = Yo 
一 
二 az 
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其 中 v € C~(U). 所 以 , 当 x EU 时 有 
(of) 7) = Dvilz) $00), 


其 中 v(x) 是 xz 的 光滑 函数 .而 根据 记号 的 规定 ， 
9 9(f 。0O 1 
V(x) 一 Eg) ) 加 
是 的 光滑 函数 ,这 里 9g 是 局 部 坐标 系 (U ;zi) 所 对 应 的 坐标 映射 . 因此 vf) |v 
E C™(U). 由 zo 的 任意 性 得 知 v(f) E C™~ (CM). 这样, 每 一 个 光滑 切 向 量 场 v 
给 出 了 从 C™(M) 到 C” (MD) 的 映射 一 v(f), 这 个 映射 是 线性 的 ,而 且 满 足 
Leibniz 法 则 . 重要 的 是 其 首 命 题 亦 真 ,从 而 给 出 了 在 光滑 流 形 M 上 定义 光滑 
切 问 量 场 的 另外 一 种 方式 . 
定理 2.3 设 内 是 一 个 关 维 光滑 流 形 ,oE .2rCWM) , 则 如 (2. 5) 式 给 出 的 
映射 v : C”(CWM) 一 C~(M) 满足 以 下 三 个 条 件 ; 
(DV f,g €E C*(M),v(f +g) = vf) ve); 
(2)Y Ff EC*(M),a €E Rv(af) = a .vf); 
(BV fg EC Mv fg)= fr.v(g) + gg. vf). 
反之 , 奉 设 a : C~(M) 一 C~(M) 是 满足 上 述 三 个 条 件 的 映射 , 则 在 光滑 流 形 M 
上 有 了 唯一 的 一 个 光滑 切 向 量 场 w € 统 (M) ,使 得 对 于 任意 的 € C~ (CM) 有 
v(f) = a(f). 
证 明 定理 的 前 一 半 是 切 向 量 v(x) : C> 一 R 所 满足 的 条 件 (1),(2)， 
(3) (参看 第 二 章 定 义 3. 1) 的 翻版 ,只 要 逐 点 验证 即 可 . 
为 了 证 明定 理 的 后 一 半 , 我 们 首先 断言 :满足 条 件 (1), (2), (3) 的 映射 
a : C™(M) 一 C™CM) 具有 局 部 性 , 即 : 若 /ge C™~(M), 且 在 开 集 UCMI 上 
有 
flv 一 glvu, 
则 a(f)|v = al(g) |o. 
映射 a 的 局 部 性 为 a 的 局 部 化 创造 了 条 件 , 从 而 依据 a 可 以 在 每 一 点 z€ MM 定 
义 一 个 从 C? 到 及 的 线性 映射 ,是 它 满足 Leibniz 法 则 . 这 就 是 说 借助 于 a 可 以 
在 光滑 流 形 M 上 确定 一 场 切 向 量 . 
任 取 xz。E€EU. 利用 流 形 好 的 局 部 紧 致 性 ,可 以 取 z。 的 开 邻 域 了 ,使 得 了 是 
紧 致 的 ,并 且 ‘ 
TE VCOCVCU. 
由 第 二 章 的 引 理 2. 2, 存 在 光滑 函数 hE C™~(M) ,使 得 
hlyv=1,， hlxmv 0) (2. 6) 
于 是 (f 一 g) .hE€ C™~(M), 并 且 
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(f—g)*.:h=0. (2.7) 

由 于 映射 < : C”(CM) 一 C™~(M) 满足 条 件 (1) , 故 < 把 零 图 数 映 为 零 图 数 . 
实际 上 ， 

a(0) = a(0) + a(0) = 2a(0), 
故 a(0) = 二 0. 
将 映射 a 作用 于 (2. 7) 式 两 边 , 并 且 利 用 条 件 (1),(3) 得 到 
0 =a((f — g) .hh) 
=(a(f) — a(g)) :hi+ (fo g) :alh). 
特别 是 在 点 x。E VV ,我们 有 
(a(f)) (xo) = (al(g)) (zo). 
由 于 zo 在 U 内 的 任意 性 ,我 们 有 
a(f) |v = a(g) |v. 

依据 a 的 局 部 性 ,映射 < : C”(M) 一 C”(CM) 能 够 在 MM 的 任意 一 个 开 集 U 
上 诱导 出 一 个 映射 a : C~(UV) 一 C=”(UD). 事实 上 , 若 取 :了 EC” (CO)， 则 第 二 章 
的 定理 2. 3 说 :在 任意 一 点 zu EU , 必 有 点 zo 的 一 个 邻 域 了 CC ,以 及 光滑 郑 
数 Fe C= (CM) ,使 得 

矿 |， = fly. 

于 是 我 们 把 函数 a(f) 在 点 ze 的 值 定义 为 

. (aCf I 0) = Caf)) zo). 
a 的 局 部 性 表明 ; (a( 了 有)) (zo) 的 值 与 邻 域 V 及 函数 了 的 取 法 无 关 , 即 若 有 

gr € C”(M), gly=f|,, 

则 aCf)|y = a(¥B) 1,, 
故 有 (a zo) = (a(B)) C0). 
因 此 ,上 面 的 定义 是 有 意义 的 . 此 外 ,函数 a(f) 在 点 z 的 光滑 性 意味 着 函数 
a( 了 有 ) 在 zo 的 光滑 性 ,所 以 上 面 所 定义 的 函数 a(f) E C™”(U). 容易 验证 :映射 
a : C~(U) -~> C™(U) 满足 相应 的 条 件 (1),(2),(3). 

至 此 ,依据 映射 c: C~(M) -~ C" (MD) ,可 以 在 每 一 点 ro E M 处 定义 一 个 
切 向 量 vCzo) : Cz 一 及 如 下 : 设 fEC%, 它 在 点 zo 的 某 个 开 邻 域 U 内 是 光滑 
的 , 则 令 

(VX) Cf) = (a(f)) (zo), (2. 8) 


其 中 a 是 诱导 的 局 部 化 映射 a : C~(U) 一 C~(0). 由 于 映射 a 满足 条 件 (1)， 
(2) ,(3), 故 对 任意 的 f,g €E C2 及 4ER, 有 
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(v(xo))(f 十 Ag) 
一 (cx( + Ag)) (zo) 
=(a(f))(zo) A. (a(g)) (zo) 
=《v(z0))(f) +A. (vro)) (g), 
(v(X0o))(f : g) 
=(a(f . g)) (zo) 
=(f .a(g) + g * a(f)) zo) 
=f(7x0) * (vzo)) (8g) gro) » (vz)) CF). 
根据 第 二 章 的 定义 3.1,v(zo) 是 光滑 流 形 M 在 点 z 的 一 个 切 向 量 . 于 是 是 
定义 在 光滑 流 形 M 上 的 切 向 量 场 ,并 且 对 于 f e C“ CM) 及 任意 一 点 ze E M 
让 
. (vf)) (x0) = (vr)) Ff) = (alf)) zo), 
即 
| v(f) = a(f). 
为 了 证 明 切 向 量 场 v 的 光滑 性 , 取 点 zx, 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 (U ;zx') ,于 是 


一 
v(xX0o) 一 (Zoo)= 一 | ， 
2 or To 


其 中 
v' (Xo0) = (vz0)) 7X') = (a(7’) ) zo), 
即 
v' = a(Xx’). 
已 知 坐 标 函 数 xz' 是 U 上 的 光滑 函数 , 故 a(zx') E C™~(D), 即 viE€ C”(U). 这 意 
味 着 v 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 . 证 毕 . 
定理 2. 3 的 证 明 是 十 分 典型 的 . 首先 根据 全 局 的 算 子 ( 即 作用 于 大 范围 定 
义 在 光滑 流 形 上 的 对 象 的 算 子 ) 所 满足 的 某 些 条 件 证 明 它 具 有 局 部 性 ,于 是 
这 种 全 局 算 子 可 以 局 部 化 ,从 而 诱导 出 定义 在 邻 域 上 满足 同样 条 件 的 算 子 ;由 
于 在 光滑 流 形 上 一 般 不 存在 大 范围 适用 的 坐标 系 , 但 是 局 部 坐标 系 是 存在 的 ， 
因而 利用 局 部 化 的 算 子 在 局 部 坐标 系 下 能 够 逐 点 构造 出 我 们 所 要 得 到 的 对 
象 ;这 种 对 象 是 定义 在 光滑 流 形 的 每 一 点 上 的 ,因此 它 成 为 一 个 全 局 的 对 象 
这 种 处 理 全 局 和 局 部 的 关系 的 方法 ,是 我 们 在 本 课程 中 要 学 习 的 一 个 内 容 . 
例 1 ” 设 X,Y E€ .CU ,定义 映射 
[X,Y|=X。Y—Y.。X:C™”(M)— C™(M), (2.9) 
则 [X,Y] 在 M 上 给 出 一 个 光滑 切 向 量 场 . 
”复合 映射 X。Y : C~(M) ~ CCM) 满足 定理 2. 3 的 条 件 (1),(2) ,但 不 满 
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足 条 件 (3). 事实 上 ,对 于 任意 的 f,g E C”(M) 有 
(XeY)(f .gg)= X(f .Yl(g)++g* Y(f)) 
=f. (XeY)(g)+ ge (XoY)(f) + Xf) .Yeg)+ xX(g) :YA). 
多 余 的 部 分 是 XX(f) .Y(g) 十 X(g)，Y( 放 ), 它 关于 X,Y 是 对 称 的 ,因此 
[X,Y](f.g)=X°Y(f.g)—Y.X(f.g) 
=f. (XeY)(g)+g*: (XY)(f)— ff: (YX)(g)— gg: (Y° X)(f) 
=f/. [X,Y](g)+g.: [X,Y]j(), 
即 映射 [X,Y 了] : C~(M) 一 C~(M) 满足 定理 2.3 的 条 件 (1), (2), (3), 所 以 
[X,Yj] 在 M 上 确定 了 一 个 光滑 切 向 量 场 . 
定义 2.3 设 X,Y € %(M), 由 映射 [X,Y] 二 Xe。Y 一 了 Y。X:C*(M) 
悦 C™(M) 所 确定 的 光滑 切 问 量 场 ( 仍 记 作 [X,Yj]) 称 为 XX 和 YY 的 Poisson 插 
号 积 . 
定理 2.4 在 光滑 切 向 量 场 的 集合 2-(CM) 中 的 Poisson 括号 积 [，] 运 算 
(1) 分 配 律 : 
[aX +6Y,Z|=alX,Z| 十 ofY7,Z |]， 
[Z,aX + bY] =a[Z,X] + 6[2Z,Y]; 
(2) 反 交 换 律 : 
[X,Y|]=— [Y,X}j; 
(3)Jacobi 恒等式 : 
[LX,LY,Z 十 7,LZ,X 二 LZLX 7 =0， 
其 中 X,7Y,ZE TCM)J,a,p ER. 
定理 的 证 明 留 给 读者 自己 完成 . 
一 般 地 ,如 果 在 域 尺 上 的 向 量 空 间 VY 中 定义 了 一 种 乘法 ,满足 定理 2.4 中 
的 运算 律 (1),(2),(3), 则 了 关于 该 乘法 成 为 一 种 非 结合 代数 , 称 为 域 玉 上 的 
李 代 数 . 定理 2.4 说 明 ,光滑 切 向 量 场 的 集合 2 (M) 作为 实数 域 R 上 的 向 量 
空间 关于 Poisson 括号 积 [ ，] 成 为 一 个 李 代 数 . 
Poisson 括号 积 [ ，j」] 关于 实数 4 € R 有 线性 性 质 ,对 于 光滑 函数 却 不 然 . 
事实 上 , 奋 XE 党 (M),f,g € C™(M), 则 我 们 有 
) [fX,gY]= felX,Y]++ f.X(g):Y—g.Y(f).X. (2.10) 
根据 定义 ,车 ,h € C™”(M), 则 
[fX,gY ]h 
=f/X((gY)h) — gY((fX)h) 
=f .XC(g* (Yh))—g :YC(f. (Xh)) 
=f. (Xg)* (Yh) f.g*: XYh)— gg: (Yf). (Xh)— gf.Y(Xh) 
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=(f.g: [X,Y]+f. (Xg).Y— gg. (Yf). X)h, 
故 (2. 10) 式 成 立 . 
注 意 到 光滑 切 向 量 场 XE .2 (M) 作为 算 子 的 局 部 性 ,对 于 任意 的 开 子 
集 U C M, 我 们 有 
[X,Yj|, 一 入 | ° Yl Y |v ° 和 |u 一 [X|v,Y l,j, 
其 中 X,Y € 弥 0). 由 此 不 难得 到 Poisson 括号 积 LX,Y |] 在 局 部 坐标 系 (U; 
w) 下 的 表达 式 : 设 Xlo = Xi 过 ,Ylo = YY 坟 , 则 


[x,¥]|, = [X,Ylo] 


- |XX 一 了 人 针 | 老 (2.11) 

如 同 局 部 定义 的 光滑 函数 在 任意 一 点 的 某 个 邻 域 上 的 限制 可 以 扩充 成 
整个 流 形 上 的 光滑 函数 (第 二 章 定 理 2. 3) ,局 部 定义 的 光滑 切 向 量 场 也 能 够 
作 这 样 的 扩充 ,只 要 在 任意 一 点 的 某 个 邻 域外 取 零 向 量 作为 该 切 向 量 场 的 值 . 

定理 2.5 ” 设 UU 是 m 维 光滑 流 形 M 的 一 个 开 子 集 ,v E .27(). 则 对 任意 一 
点 xz。E U ,存在 zo 的 某 个 邻 域 V CU, 以 及 光滑 切 向 量 场 5€ .名 (MM) ,使 得 

v|y 一 v|y. 

此 定理 的 证 明 与 第 二 章 的 定理 2. 3 类 似 , 留 给 读者 完成 . 

设 M,N 分 别 是 mx 维和 维 光 滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 光滑 映射 . 如 果 X E 
色 (M), 则 对 于 每 一 点 p € M,f,(X,) €E TjywwN; 但 是 ,一 般 说 来 ,f ,XX 不 构 
成 N 上 的 切 向 量 场 . 原因 是 f 可 能 不 是 单一 的 ,f 也 可 能 不 是 满 的 . 当 f 非 单 
一 的 情形 ,可 能 有 pi,p; E M, 使 得 f(p1) = f(p;) =q € NN, 但 是 一 般 说 来 
f,(X,) 关 f,(X,). 这 样 ,N 在 点 9 便 会 有 两 个 不 同 的 切 向 量 f,(X,)， 
7,(X。). 当 f 非 满 的 情形 ,f.X 不 是 定义 在 入 的 每 一 个 点 上 的 . 针对 上 述 情 
况 ,我 们 引进 下 面 的 定义 ， 

定义 2.4 设 1:M 一 NN 是 从 光滑 流 形 M 到 N 的 光滑 映射 .着 有 天 EE 
UM) 和 广 € .如 (N), 使 得 在 每 一 点 pE M 有 

f,(X,) = Xp,, 

则 称 切 向 量 场 六 和 XX 是 所 相关 的 . 

定理 2.6 设 f:M 一 入 是 光滑 映射 , 且 X,Y € 人 2%(M),X,Y € 
2 CN). 如 果 和 和 X,> 和 YY 分别 是 广 相 关 的 , 则 [X,>] 和 [X,Y] 是 广 相关 
的 . 

证 有 明 ” 任 取 pE€ M,g E€ Chs, 设 g 在 f(p) EN 的 一 个 开 邻 域 V 内 是 
光滑 的 ,并 且 有 Zp 在 MM 中 的 开 令 域 吕 ,使 得 fA(U) CV, 则 
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(LX ,7]ro)g 
=X joy, (Yg) 一 Y pop, (Xg) 
=(f,X,)(Ye) — (f,.Y,)(Xg) 
=X,((Yg)°。f) —Y,((Xg)。 f). 
这 里 义 , 了 都 看 成 是 作用 在 C~(V) 上 的 算 子 ,(Yg)。f, (XYg)。f 都 是 在 点 p 的 
邻 域 U 内 的 函数 . 对 于 zp 的 邻近 点 gq EU 有 
(Yg) °»。 f(gq) = Yow (8) = (f,Y)(g) 一 了 CC。 万， 


同 理 
(Xg) »。 f(g) = Xlg ° f). 
所 以 
([X,Y |] )g 
=X,(Y(g °。f))— Y,(X(g°。/f)) 
=[X,Y],(g° f) 
=(f,([X,Y],))g, 
即 


f.[X,Y1(p) = [X,Y1(f(p)), VpEM, 

故 [X,Y] 和 [X,Y] 是 f- 相关 的 . 

定理 2.6 的 一 个 直接 推论 是 : 

定理 2.7 设 1:M 一 NN 是 光滑 流 形 M 和 N 之 间 的 光滑 同 胚 , 则 ff 建 
立 了 光滑 切身 量 场 的 李 代 数 .QTCM) 各 (N) 之 间 的 同 构 . 

证 明 容易 证 明 , 光 滑 同 胚 了: M 一 Nv 的 切 映射 f, 建立 了 .2CM) 和 
党 CN) 之 间 的 一 一 对 应 ,并 且 映 射 /. : GCCM) 一 多 (N) 是 线性 的 . 定理 2. 
6 说 明 ,f, 保持 Poisson 括号 积 , 即 :对 于 任意 的 和 ,YE .CN) 有 

f.[X,Y|]= [f,.X,f.Y)], 

所 以 f, 是 李 代 数 20CMD) ,2 CN) 之 间 的 同 构 . 

流 形 M 在 任意 一 点 的 某 个 邻 域内 总 是 存在 处 处 不 为 零 的 切 向 量 场 的 ,这 
样 的 局 部 定义 的 切 向 量 场 能 否 扩充 成 为 定义 在 整个 光滑 流 形 上 处 处 不 为 零 的 
切 向 量 场 是 微分 拓扑 学 中 的 一 个 基本 问题 .事实 上 ,在 微分 流 形 上 处 处 不 为 堆 
的 光滑 切 向 量 场 (或 者 是 处 处 不 为 零 的 连续 切 向 量 场 ) 的 存在 性 与 流 形 本 身 
的 拓扑 有 密切 关系 . 我 们 先 举 几 个 例子 . 

例 2 在 奇数 维 单 位 球面 S” :CR2” 上 存在 处 处 非 零 的 光滑 切 向 量 场 . 

用 {x' :1 三 i 过 2n) 记 R” 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 , 则 单位 球面 $S”:!: 是 


2n 
S2n—1 一 { Cz! ,eZ™”) 。 DES 2 _ 1}. 
在 点 p= (Z ,TX ) 和 站 2 考虑 向 量 
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A(p) 一 (一 1 一 4 3 一 并 2m ,21)， (2. 12) 
由 于 X(p) | 0p, 故 久 (p) 是 球面 S”-1 在 点 p 的 切 向 量 .此 外 


Xp) = 2% (Y=1, 


所 以 X 是 定义 在 S”!' 上 的 处 处 不 为 零 的 切 向 量 场 . 

为 了 证 明 切 向 量 场 和 的 光滑 性 ,我们 将 和 用 S2”-: 上 的 局 部 坐标 系 表 示 出 
来 (参看 第 二 章 § 1, 例 3). 我们 只 考虑 坐标 卡 ( 记 ,了 咏 ) ,其 余 情 形 是 类 同 的 . 
设 

Ui = (rl TY") ES 1 rx” > 0)}, 
坐标 映射 为 5 : U 志 一 R” ,其 定义 是 
Go (ZL 2n) -一 (1 ,TX 1). | 
奉 用 (zz2 5 记 R” 中 点 的 笛 卡 儿 坐 标 , 则 区 域 L 志 的 参数 方程 为 
Xx =u, 1 过 as 委 270 一 1， 


27 一 1] 
zx” = /1 一 Su')’, 
a=1 


其 中 > (wr)* 之 1. 区 域 U0 上 的 自然 基底 向 量 -2 作为 R” 中 的 向 量 有 表达 式 


9 (2. 13) 


Aax” 1 az2， 
1 一 2 (ze 
B=1 


这 里 [3 :1 i 过 3] 是 Rz 关于 笛 卡 儿 坐 标 系 {z:) 的 自然 基底 


这 样 ,S” ' 上 的 切 向 量 场 X 有 表达 式 


9 9 
xX — | _ T° 一 十 大 2 一 1 | 
2 ar”! dz? 


7 一 1 3 3 2n—1 9 
— 一 N° 一 一 十 mus-! 3 一 1 1 一 《7 i (2.14) 
>| Me? 1 un? 之， ou 1 


显然 , 切 癌 量 场 XX 的 分 量 是 局 部 坐标 ww ,…,u”! 的 光滑 函数 . 由 此 可 见 ,X 是 
单位 球面 S”' 上 的 光滑 切 向 量 场 . 

例 3 在 ” 维 环 面 7"” 上 存在 处 处 非 零 的 光滑 切 向 量 场 . 

以 ?一 2 为 例 , 环 面 关 二 和 XS 可 以 看 作 平面 上 一 个 单位 正方 形 在 对 边 
等 同 之 后 所 得 到 的 流 形 . 在 单位 正方 形 上 取 平 行 向 量 场 X, 则 在 正方 形 的 对 边 
等 同时 ,X 成 为 环 面 ?上 的 切 向 量 场 . 显然 ,该 切 向 量 场 是 光滑 的 , 且 处 处 不 
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更 直观 一 氮 , 设 六 是 有 R 中 的 圆 环 面 , 其 参数 方程 是 
并 一 (十 acos 0)cos 9, 
| yy 一 (7 十 ccos 0)sin 9, 
| z 一 CQSIin 0， 
其 中 7,a 是 正常 数 ,a 二 ”这 里 0,9? 是 环 面 上 的 参数 ,其 变化 范围 是 0 科 0 一 
2r,0 委 292<2r. 显然 ,9- 曲线 和 9 曲线 都 是 圆 环 面 7:? 上 的 圆周 . 这 些 圆 周 的 切 
向 量 给 出 7* 上 两 个 彼此 正 交 的 处 处 不 为 零 的 切 向 量 场 
流 形 M 的 Euler 示 性 数 X(M) 定义 为 它 的 各 维 Betti 数 B; 的 交错 和 , 即 


XM) = 2- DiB, m= dim(M). (2. 15) 

这 里 B; 就 是 M 的 第 i 个 实 系数 同调 群 如 (M;R) 的 维 数 . 如 果 将 作 一 个 三 
角 齐 分 ,用 g; 表示 该 剖 分 中 i 维 面 的 个 数 , 则 X(M) 也 恰好 是 g; 的 交错 和 : 

XM) = WN ig (2. 16) 


Euler 示 性 数 X(M) 是 流 形 M 的 最 重要 的 拓扑 不 变量 . 例 2 与 例 3 的 共同 点 是 ， 
单位 球面 5%” 和 环 面 7" 的 Euler 示 性 数 都 是 零 ( 参 看 [5」,p. 120). 这 个 现象 
不 是 偶然 的 , 它 是 紧 致 微分 流 形 上 关于 切 向 量 场 指标 的 Hopt 定理 的 推论 . 

Hopf 定理 是 微分 拓扑 学 中 一 个 十 分 重要 的 .深刻 的 结果 .要 把 Hopf 定理 
解释 清楚 需要 引进 微分 拓扑 的 一 系列 概念 和 术语 ,这 些 已 经 超出 了 本 书 的 范 
围 . 读者 可 以 参看 [23], 第 五 章 . 该 书 是 Springer 出 版 社 出 版 的 研究 生 教 材 从 
书 (GTM) 的 第 33 卷 (1976 年 版 ). 也 可 以 参考 [15]. 在 这 里 ,我们 只 限于 对 有 
关 的 概念 作 直 观 的 粗略 介绍 ,以 便 使 读者 能 够 了 解 Hopf 定理 的 意义 . 

定义 2.5 设 和 MM 是 m 维 光滑 流 形 ,v 是 M 上 的 一 个 连续 切 回 量 场 . 奉 在 点 
p E€ M,v(p) = 0, 则 称 p 是 连续 切 问 量 场 v 的 育 点 . 

如 果 pp 是 连续 切 向 量 场 v 的 一 个 孤立 奇 点 , 则 切 向 量 场 v 围绕 点 p 的 分 布 
可 以 用 一 个 数 来 描述 ,这 就 是 切 癌 量 场 v 在 点 2 的 指标 indyv. 

”以 平面 为 例 . 设 DD 是 平面 上 的 一 个 区 域 ,v 是 D 上 的 一 个 向 量 场 , 且 点 p 

E DD 是 它 的 唯一 的 零点 . 利用 平面 上 的 欧 多 氏 度 量 , 向 量 场 v 在 DN\ PP} 上 确定 了 


一 个 单位 向 量 场 v = oT 任意 取 一 个 以 点 2 为 中 心 、 以 e 为 半 答 的 圆周 C., 使 
它 整 个 地 落 在 刀 内 .向 量 场 " 在 C:. 上 的 限制 仍 是 一 个 连续 的 单位 向 量 场 . 沿 着 
圆周 C. 正 向 绕 行 一 周 时 (C. 的 正 向 是 指 C。 所 围 的 内 部 ( 含 点 zp 在 内 的 区 域 ) 落 
在 行进 者 的 左 侧 ) ,向 量 场 v 的 方向 改变 量 必定 是 2r 的 整数 倍 ,该 整数 & 与 半 
径 e 的 变动 无 关 , 称 为 向 量 场 v 在 点 zp 的 指标 , 记 为 Indpv. 男 一 方面 ,将 圆周 CC。 
上 各 点 的 向 量 v 平 移 到 点 p,v 的 终点 落 在 单位 圆周 S' 上 , 则 得 到 从 C. 到 Si 的 
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映射 ， 仍 记 为 v. 指标 indsv 也 恰好 是 映射 v: C:. 一 覆盖 单位 圆周 9 的 次 数 ， 
后 者 称 为 映射 " : C. ~ S! 的 映射 度 ( 参 看 [23],p. 136). 
例 4 图 21 给 出 了 在 奇 点 具有 各 种 指标 的 向 量 场 


上 面 的 讨论 可 以 直接 推广 到 维 欧 氏 空间 的 情形 . 设 DD 是 R" 中 的 一 pr 
域 ,v 是 定义 在 D 上 的 连续 向 量 场 , 且 以 点 p € DD 为 仅 有 的 零点 , 则 在 DD\{p 
上 有 连 连续 的 单位 向 量 场 5 = [| 取 以 为 中 心 .以 e 为 半径 的 球面 5., 使 它 
个 地 落 在 区 域 万 内 ， 则 单位 向 量 场 v 限制 在 S$. 上 给 出 从 5S。 到 5S”! 的 映射 ,该 
映射 覆盖 S” 的 次 数 与 无 关 , 它 就 是 向 量 场 v 围绕 孤立 奇 点 的 指标 indpv. 
光滑 流 形 的 情形 可 以 化 为 欧 氏 空间 情形 来 考虑 . 设 MM 是 m 维 光滑 流 形 ,v 
是 MM 上 的 连续 切身 量 场 ,p € M 是 切 回 量 场 v 的 一 个 孤立 奇 点 . 取 点 的 一 个 
容许 坐标 卡 (U ,9) ,那么 9.v 成 为 定义 在 开 集 yg(UVU)CR" 上 的 向量 场 . 由 于 (VU， 
9) 是 容许 坐标 卡 , 且 9 :U0 一 pg(U) CR’ 是 同 胚 , 故 9 可 以 看 作 微分 流 形 上 与 
9(U) 之 间 的 光滑 同 胚 ,可 见 pg。 是 处 处 非 退 化 的 ,因此 pg.v 是 pg(U) 上 以 9p(2) 
为 仅 有 奇 点 的 连续 向 量 场 .可 以 证 明 , 向 量 场 9.v 在 孤立 零点 9(P) 的 指标 
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ndyp,9: 5 与 容许 坐标 卡 (U ,9) 的 取 法 无 关 . 我 们 把 indxpyp.v 定义 为 切 向 量 场 
v 在 孤立 奇 点 p 的 指标 ; 
ind,v 一 indy sp, v. (2.17) 

如 采 p 不 是 wv 的 奇 点 , 则 可 令 indpv = 0. 

现在 我 们 可 以 叙述 关于 切 向 量 场 的 Hopf 定理 . 

Hopt 定理 ”设计 是 m 维 紧 致 光滑 流 形 ,v 是 定义 在 M 上 仅 有 孤立 奇 点 的 连 
续 切 向 量 场 ， 慎 公 切 门 量 疡 v 在 各 点 的 指标 之 和 为 M 的 Euler 示 性 数 , 即 
| Yindyv = = X(M). (2. 18) 


上 式 左边 只 是 有 限 项 的 和 因为 假定 w 只 有 孤立 奇 点 ,并 且 愉 是 紧 致 的 ， 
所 以 w 只 有 有 限 多 个 奇 点 . (2. 18) 式 左 边 只 是 v 在 有 限 多 个 奇 点 的 指标 之 和 | 
Hopf 定理 的 结论 是 十 分 深刻 的 ,不 管 v 是 光滑 流 形 M 上 什么 样 的 连续 切 向 量 
场 ,只 要 它 的 奇 点 个 数 是 有 限 的 , 则 它 在 各 奇 点 的 指标 之 和 是 不 变 的 , 它 正好 
等 六 形 的 Euler 示 性 数 . 这 样 ,如 果 在 紧 致 光滑 流 形 上 存在 处 处 不 为 零 的 切 - 
向 量 场 , 则 它 在 各 点 的 指标 之 和 为 零 ,因而 该 流 形 的 Euler 示 性 数 必 为 零 . 反 
过 来 ,如 果 紧 致 的 光滑 流 形 M 的 Euler 示 性 数 不 为 零 , 则 在 M 上 必定 不 存在 处 
处 不 为 零 的 连续 切 向 量 场 . 特别 是 ,偶数 维 单位 球面 的 Euler 示 性 数 为 2( 参 看 
[5],p. 120) ,所 以 在 偶数 维 单位 球面 上 不 存在 处 处 不 为 零 的 连续 切 向 量 场 . 顺 
便 提 一 下 ,作为 Hopf 定理 的 直观 的 应 用 ,我 们 断言 :在 任何 时 刻 地 球 表面 上 总 
有 一 处 的 水 平 风速 为 零 . z 

切 向 量 场 问题 的 进一步 推广 是 :在 光滑 流 形 M 上 是 否 存在 > 个 连续 的 切 
向 量 场 ,使 得 它们 是 处 处 线性 无 关 的 ? 例 2 告诉 我 们 ,在 Tz 上 存在 两 个 连续 的 
切 向 量 场 ,它们 是 处 处 线性 无 关 的 . 这 个 问题 也 是 微分 拓扑 学 的 一 个 重要 课 
题 . 
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在 本 节 ,我 们 把 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 看 成 单 参数 变换 群 的 无 穷 小 生成 
元 ;从 而 使 光滑 切 向 量 场 成 为 研究 微分 流 形 上 的 结构 的 重要 工具 . 微分 流 形 上 
的 张 量 场 关于 光滑 切 向 量 场 的 李 导 数 就 是 这 方面 的 一 个 例子 (参看 § 5). 

定义 3.1 训 必 是 入 光滑 法 形 着 9，M 是 光滑 流 形 少 到 它 自身 
的 光滑 同 胚 , 则 称 8 是 M 上 的 一 

定义 3.2 没 M 是 从 光 滑 流 形 9: RX M 一 M 是 光滑 映射 ,并 对 任意 
的 (,p)ERXM, 记 

(Pp) = p(t,p). 

如 果 映 射 p 满 足下 列 条 件 : 
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(1)Am 一 id :AM 一 Mi 

(2) 对 任意 的 实数 s,t, 有 9。9 = 二 994， 

则 称 pg 是 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 , 或 称 ?9 为 R 在 流 形 ME 
的 光滑 ( 左 ) 作用 . 

由 于 对 任意 固定 的 1+, : M 一 M 是 光滑 映射 ,而 且 9 ,。9 一 id, 故 p ,一 
(92) .这 意味 着 8 有 光滑 的 逆 映 射 ,所 以 每 一 个 g 是 流 形 M 到 自身 的 一 个 变 
换 . 条件 (1),(2) 说 明 这 些 变 换 构成 一 个 群 . 这 就 是 “ 单 参数 可 微 变换 群 ”的 名 
称 的 由 来 . 

固定 一 点 p € M, 令 

7Y,(t) = p(t,p), 
则 了 7。: 一 他 是 光 清 流 形 M 中 笃 过 扩 pb 的 一 条 光滑 曲线 , 称 为 单 参数 可 微 变 
换 群 9 的 经 过 点 p 的 轨 线 . 

用 X, 表示 轨 线 7 在 点 2 的 切 向 量 , 记 成 XX， 一 »(0). 按照 第 二 章 $3 的 

例 1, 对 于 任意 的 EC> 有 


x = 
jim 六 EC — fp) (3.1) 


t—0 


这 样 ,我 们 得 到 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 切 向 量 场 六 ， 称 为 单 参数 可 微 变换 群 9 
在 M 上 诱导 的 切 向 量 场 . 
我 们 断言 :诱导 切 向 量 场 X 是 光滑 的 . 实际 上 , 若 取 点 p 的 局 部 坐标 系 
(CVD), 则 92 可 以 表示 为 
TX 一 Gt, 7 ,7 ), 
其 中 (zw,…,x9) 是 点 的 坐标 ,fj 是 上 ,zz ,… ,zx? 的 光滑 函数 . 这样, 诱导 切 向 
量 场 X 的 表达 式 是 


mm 


> 9F (t,x »°°° ZI ) 
2 


9 
:0 


》 (3. 2) 


p 


其 分 量 殖 -是 (j， 75) 的 光滑 函数 , 故 切 向 量 场 X 在 任意 一 点 己 是 光滑 


的 , 即 式 是 光滑 的 切 向 量 
进而 ,我们 断言 pn 2 的 任意 一 条 轨 线 是 它 的 诱导 切 向 量 
场 X 的 积分 曲线 , 即 在 轨 线 7, 上 的 任意 一 点 g = 7,(s),X, 恰 好 是 7, 在 ;处 的 
切 回 量 . 这 是 因为 
Y(t) =9(t, p(s,p)) = pt + s,p) 
=7,(t + s), 
所 以 对 于 任意 的 fE€ C> 有 
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| f (7,(2)) 


f (7,(t + 5)) 


7 _ f(t)) ， 


= (7',(s)), (3. 3) 
即 
7',(s) = X(Y,(s)). (3. 4) 
(3. 3) 式 还 能 改写 成 


KX, =lim ft AO) 


| f° p70)) — f° pp) 


i—>0 1 
=X,(f°。 ¢) 
=((9),X,)f,， 
即 
(8).X, = 入 ro) (3. 5) 
反 过 来 的 问题 是 :在 M 上 给 定 一 个 光滑 切 向 量 场 XX, 则 是 否 存在 M 的 单 
参数 可 微 变换 群 8 以 匀 为 它 的 诱导 切 向 量 场 ?换言之 , 切 癌 量 场 XX 是 否 生成 
一 个 单 参数 可 微 变换 群 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,需要 引进 局 部 单 参数 变换 群 的 概 


今 


VC 。 


定义 3.3 ” 设 U 是 光滑 流 形 M 的 一 个 开 子 集 ,s > 0. 如 果 光 滑 映射 
p : (一 ss) XU 一 M 满 足以 下 条 件 :对 任意 的 pEU,|i|<=e, 记 8(p) = 9(t， 
p)， 
(1)% =id:U—U,; 
“(2) 若 |s| 二 se,|t| 二 e,|t 十 s| 二 2, 上 且 pp EUVU,p(p) EUD, 则 有 
z Hp) = 8 ° CP), 
那么 我 们 称 9 为 作用 在 U 上 的 局 部 单 参数 变换 群 . 
局 部 单 参 数 变 换 群 9 同样 在 U 上 诱导 出 一 个 光滑 切身 量 场 . 设 pE0, 取 
点 p 的 局 部 坐标 系 (V ;zi) ,使 得 VCU. 由 于 映射 ?是 连续 的 ,只 要 取 充 分 小 的 
s 二 2, 则 当 |t| < so 时 ,总 是 有 2(Cz) EV, 于 是 9 的 诱导 切 癌 量 场 是 


m pp 
XX = 之 Xa (3. 6) 


其 中 
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= ,0)). (3.7) 
同样 , 轨 线 7 是 切 向 量 场 X E 2) 的 积分 曲线 , 即 
7',(s) = X(7,(s)), (3. 8) 
用 局 部 坐标 表示 的 表达 式 是 
于 和 | 一 和 OoG)) (3.9) 


定理 3.1 设 X 是 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 , 则 在 任意 一 点 
p € M ,存在 一 个 邻 域 Z 及 作用 在 U 上 的 局 部 单 参数 变换 群 8,|i| 二 se, 使 得 
Xv 是 在 U 上 诱导 的 切 向 量 场 . 

此 时 , 称 9 是 由 切 向 量 场 X 所 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 . 

证 明 取 点 2 的 一 个 局 部 坐标 系 (V ;zi’) , 设 切 向 量 场 XX 的 局 部 坐标 表达 
式 是 

Xlv = 之 ,和 2 
其 中 和 E C~(V). 考虑 常 微分 方程 组 
oe = Kir) 1 Zi<m. (3. 10) 

根据 常 微 分 方程 组 的 理论 ,存在 e 二 0 及 点 pp 的 邻 域 Ul CV ,使 得 对 任意 一 点 
9 € U1, 方程 组 (3.10) 有 唯一 解 z(t) (|t| 二 8) 经 过 点 9, 即 它 满足 下 列 方程 
组 和 初始 条 件 : 


| 本 oo Wess 


(3. 11) 
Xs(0) 一 0， 
并 且 解 zo(t) 对 于 (9) 是 光滑 依赖 的 . 令 
\ P(t,9) = Rf(q9)= zx), Vg€EU,lt|< a 
则 9: (一 se) XU -> M 是 光滑 映射 . 
现在 要 证 明 ?是 局 部 单 参数 变换 群 . 设 |i| 二 8,|s| 二 61,|t 十 s| 二 ei, 并 
且 gq,9(9) E U1. 因为 
dzs(t + s) _ dzxs(u) 
dt du 


= X (zalt + s)), 


二 t 十 


并 且 

Zr( 二 5s)|,_, 一 Xl(s) 一 Ja)， 
故 zolt 十 5) 是 (3.10) 的 经 过 点 8(9) 的 解 . 另外 ,方程 组 (3.10) 的 经 过 点 
29.(9) 的 解 已 假定 是 xp (zt) ,由 唯一 性 得 到 


Talt +s) 一 Zoo(t)， 
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即 
PCU(2)) = +s(q). 
所 以 多 是 诱导 出 Xu 的 局 部 单 参数 变换 群 .证 毕 . 
设 光 滑 切 向 量 场 X 生成 的 两 个 局 部 单 参数 变换 群 8,y, 分 别 作 用 在 开 子 

集 尽 和 站 上 , 且 C 站 和 关东, 则 当 aEZZnn 时， 

Y(t) 一 (gq) 
和 7,(t) = yg.(q) 
满足 同一 个 微分 方程 组 : 


OD = XCO CD)， = X(%0)), 


dt 
以 及 同一 组 初始 条 件 : 
7,(0) = 7,(0) 一 9. 
所 以 由 解 的 唯一 性 可 知 
plg)=y%(g), VaqEUNTV,I<e, 
即 局 部 单 参数 变换 群 8,y, 在 U 门 VV 上 的 作用 是 相同 的 . 这 个 事实 使 我 们 在 某 
些 场合 下 能 够 构造 出 作用 在 整个 M 上 的 单 参数 可 微 变 换 群 . 其 中 最 重要 的 是 
AM 为 紧 致 光滑 流 形 的 情形 . 
定理 3.2 设 必 是 紧 致 的 m 维 光滑 流 形 , 则 MM 上 任意 一 个 光滑 切 向 量 场 
X 生成 了 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 2: R X M 一 M, 即 存在 单 参数 可 
微 变换 群 ,使 得 X 是 9 的 诱导 切 向 量 场 . 
证 明 ”根据 定理 3.1, 在 每 一 点 p E MM 都 有 一 个 邻 域 U0,, 以 及 Xlo 所 生 
成 的 局 部 单 参数 变换 群 , 记 为 
GP : (一 ss) XU 一人， 
其 中 ,是 某 个 正 数 .由 于 9g”(0,p) = 二 p EUV,, 故 利用 映射 9” 的 连续 性 , 必 存 
在 正 数 s < es 以 及 p 的 开 邻 域 V, CC， 使 得 
GP ((— e868,) XV,) CU,. (3. 12) 
因为 M 是 紧 致 的 光滑 流 形 ,在 开 覆 盖 {, : p € M} 中 必 有 一 个 有 限 的 子 履 
盖 ,不 妨 设 该 有 限 子 覆盖 为 {Y.:1 笠 “ 委 ”)}, 相 应 的 局 部 单 参数 变换 群 记 为 
M” : (一 sso) XU 一作， 
其 中 U。 是 对 应 的 开 邻 域 ,7.C Le 令 s 王 inf {&) , 则 s 之 0. 
这 样 ,我 们 可 以 定义 映射 p: (一 ss) XM 一 M 如 下 : 若 p EU。, 则 令 
pl1,p) = Y(t,p), |t| =<e. (3. 13) 
根据 本 定理 前 面 的 注 记 ,上 述 定义 是 有 意义 的 .实际 上 ,和 若 有 邻 域 Up 包含 点 
PP, 则 U。 门 Us 关 名 ,并 且 由 定理 3.2 前 的 讨论 可 知 
Gp) = GH,p), Vil<e. 
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映射 9 显然 是 光滑 的 ,并 且 9(0,p)= 二 p,V ppEM, 即 @%==id:M—>M. 
我 们 断言 :定义 3. 3 中 的 条 件 (2) 对 于 9 也 成 立 , 即 若 
It| 二 ee，|s| 二 ee， |t 十 s| 二 8， 
则 R11:(p)=p° Rp), VpEeEM. 
由 于 (V。: 1 全 a 过 7} 是 MM 的 开 覆 盖 , 不 妨 设 p EV。, 于 是 当 |t| 二 se 时 ,有 
YH”(p) E UA( 见 (3.12) 式 ). 由 于 4? 是 局 部 单 参数 变换 群 , 故 由 定义 3.3 的 条 
件 (2) 得 到 
p(s, (1,p)) = G(s + t,p), 
也 就 是 
pls,pt,p)) = ls + 1,p). 
现在 不 难 将 9 的 定义 域 从 (一 e,e) X M 扩 展 到 R x M. 事 实 上 , 设 上 是 任 


一 个 实数 , 则 可 取 正 整数 N, 使 得 六 E (一 e,e) ,于 是 映射 mw : M 一 M 是 有 

定义 的 . 令 

Plt,p) = (Pn) (p), (3. 14) 
其 中 (wx 六 是 指 V 个 变换 WUWw : M 一 M 的 复合 映射 .上 述 定 义 与 正 整数 入 的 
取 法 无 关 . 若 有 另 一 个 正 整数 信 , 使 得 坷 € (一 e,e), 则 取 N ,六 的 公 倍数 

P=n.:N=n.N. 
显然 ,对 于 任意 的 正 整 数 1 三 二 nn, 有 

IE.ti/PI 过 NI 到 es 
因为 当 |s 1 tl,ls 十 t| 二 ze 时 ,有 8%。9 二 844, 故 得 

Wn (pp) = (pp) (p), 


因此 
(WN)” = (Wr) = (PPp) 
同 理 
(QH)” = (Gp)”, 
因此 


(BAN) 一 (P/N). 
容易 验证 ,如 上 所 构造 的 映射 p: R Xx M 一 M 满足 单 参数 可 微 变换 群 的 条 件 
(1),(2). 证 毕 . 

从 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 流 形 AM 的 紧 致 性 假定 并 不 是 必要 的 ,关键 
之 处 在 于 inf{&} 必须 是 正 数 . 这样, 车 M 有 开 覆 盖 {V.) 和 {U.),V。C U。 且 对 
应 于 每 个 < 有 切 向 量 场 和 所 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 

9° : (一 ss) XU.—>M, 
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使 得 
Mo (( 一 se) XV,) CU,, 
其 中 es>0 与 xc 无关, 则 定理 3. 2 的 证 明 的 后 半 部 分 便 可 用 于 这 种 情形 ,得 到 在 
M 上 由 切 向 量 场 和 生成 的 单 参数 变换 群 . 在 第 六 章 8 3 要 用 到 这 个 事实 ,得 
到 : 李 群 C 上 每 一 个 左 不 变 向 量 场 X 在 C 上 生成 一 个 单 参数 可 微 变换 群 . 
定理 3.3 设 Y 是 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 单 参 数 可 微 变换 群 ,和 是 中 所 
诱导 的 光滑 切 向 量 场 . 若 y: M 一 M 是 一 个 光滑 同 胚 , 则 Y。2。Y 也 是 作用 
在 M 上 的 单 参数 变换 群 ,并 且 它 所 诱导 的 切 向 量 场 是 Jy,X. 
证 明 ”容易 验证 ,光滑 映射 
p=yp° Vy :MM 
满足 单 参 数 可 微 变换 群 的 条 件 ( 定 义 3.2,(1),(2)). 任 取 了 EC”CM), 则 
(0 X,)f = X,Cf 人) 


gi 
= 7 ° yy(p(p)) 


d ~ 
= _ fp))) 


一 人 yp， 
其 中 入 是 8 所 诱导 的 切 向 量 场 . 因此 
J X, = XK,,,. 
定义 3.4 设立 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,y : M 一 M 是 可 微 同 
胚 . 如 果 
Jy.X = AX, 
则 称 切 向 量 场 在 可 微 同 胚 下 是 不 变 的 . 
显然 , 单 参 数 可 微 变换 群 @ 所 诱导 的 切 向 量 场 X 在 属于 该 群 的 变换 9(s 
E R) 下 是 不 变 的 (参看 (3.5) 式 ). 
推论 3.4 ” 单 参数 可 微 变换 群 8 诱导 的 切 向 量 场 了 X 在 可 微 同 胚 y: M 一 
AM 下 不 变 的 充分 必要 条 件 是 8 与 yy 是 可 交换 的 , 即 
°°V=Yy°@, Yi. (3. 15) 
证 明 ”由 定理 3. 3 , 单 参 数 可 微 变换 群 甸 。8。 :诱导 的 切身 量 场 是 
yy:XX, 由 于 9 = 二 J。9B9o。!, 故 .X= 二 XX. 反 过 来 ,如 果 y.X = 二 XX, 则 对 于 每 一 
点 9 € MM, 曲 线 J。9。y 1(g) 和 qbq) 满足 同一 组 常 微分 方程 组 和 同一 组 初始 
条 件 ( 见 方程 组 (3. 11)). 由 唯一 性 可 知 
(gqg) =Yy-° °°Y (gq), VaqEM, 
即 (3. 15) 式 为 真 . 
定理 3.5 设 X,Y 是 光滑 流 形 M 上 两 个 任意 的 光滑 切 向 量 场 , 设 X 在 点 
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Pp € M 附近 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 是 8 , 则 
Y,C— () Yo) 
t 


(9_,) x Y ,cp) Y, 


=lim 一 一 一. (3. 16) 
如 果 X 是 由 单 参数 可 微 变换 群 g 诱导 的 切 向 量 场 , 则 上 式 可 以 写成 
[X,Y] = lim 二 = lim 人 (3. 17) 


证 明 由 于 9:M 一 M 是 局 部 光滑 同 胚 , 故 (2). :ToM 一 T,M 是 
同 构 . 这 样 , (9) .Yo 和 (PP ,Yoio, 是 T,M 中 经 过 Y, 的 两 条 光滑 曲线 (它们 
关于 目 变 量 zt 的 光滑 依赖 性 ,可 以 通过 它们 的 局 部 坐标 表达 式 来 证 明 ,请 读者 
日 己 验 证 ). 这 两 条 曲线 在 参数 变换 :一 一 上 下 是 重合 的 ,因此 它们 在 上 = 0 处 
的 切 回 量 恰好 互 为 反 向 量 . (3. 16) 式 的 意义 是 : 切 向 量 [X,Y], 正好 是 曲线 
(2 Yoww 在 上 一 0 处 的 切 向 量 ; 所 以 只 要 证 明 [X,Y], 与 (3.16) 式 右边 的 其 
中 一 式 相等 即 可 . 

设 pE€EM,fEC?. 令 

F(t) = f (9,(p)), 
其 中 |t| 二 e,e 是 充分 小 的 正 数 . 因为 


FU) — FOO) -| Cd 


-| °F (2 ) | .vds， 
f°9 ,=f++t.g,,， (3. 18) 


gi.(p) 一 jr (2 ) | .ds 一 


显然 ,8g:(p) 是 (t,p) 的 光滑 函数 ,并 且 
=| G2 
0 dz 


idf (gp_,.(p)) 
0 dz 


ds 


12 一 0 


go(p) 


dul, 


| f (9p,.(p)) 


d 
a _ /CP.Cp)) 


一 一 X,(f), 
即 go =— X(f) EC2. (3. 20) 
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因此 ,从 (3. 18) 式 得 到 
((p Yeco) 了 了 一 Y ,0) (f ° P_，) 


一 Yo (7 十 tt， £1) 
= Yc,,) (f) 十 tY yp) (g1) 9 


故 
。 ((CP_，) Yop)f | Y,(f) 
1nm 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
t=0 t 
Yo hf) — Y,f) 
=lim 一 人 一 一 十 limysc(g) 
d 


= (YC(f)) (9(p)) + Y, go) 


=X,(Y(f)) — Y,(X(f)) 

=[X,Y],(f), 
上 式 的 第 二 个 等 号 用 到 了 Yo (8g,) 关于 自 变量 上 的 连续 性 (请 读者 自己 验 
证 ). 证 毕 . 

设 7, 是 局 部 单 参数 变换 群 g 的 ,经 过 点 2 的 轨 线 ,那么 9_, 是 从 后 8(2) 的 
邻 域 到 点 p 的 邻 域 的 可 微 同 胚 ,并 且 保 持 轨 线 为 不 变 . 这 样 , (9_,), 把 沿 轨 线 
7, 分 布 的 切 向 量 场 Y(9.(p)) 都 映 到 了 T,M 中 来 ,成 为 ToM 中 的 一 个 依赖 变量 
t 的 向 量 函 数 (P_,) .Yo 因此 ,极限 

《PsYgc — Y, 

im 
是 这 个 向 量 函 数 在 上 三 0 处 的 导数 , 它 反 映 了 沿 切 向 量 场 X 的 轨 线 7 分布 的 
切 向 量 场 Y(8.(p)) 的 变化 率 . 

定义 3.5 设 X, 了 是 光滑 流 形 M 上 的 两 个 光滑 切 向 量 场 ,8 是 由 X 生 成 
的 局 部 单 参数 变换 群 , 则 称 

YY 
t 


cy = lim 和 
为 切 向 量 场 Y 关 于 X 的 李 导 数 . 


定理 3. 5 说 明 : 切 向 量 场 Y 关 于 X 的 李 导 数 作 xY 是 立 和 Y 的 Poisson 括 
写 积 , 即 


(3. 21) 


LxY = [X,Y]. (3. 22) 
对 于 光滑 函数 JE C™(M) ,我 们 有 


(XY)p) = FE) fp)) 


lm) 


ti—0 t 
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即 


X(f) = lim 2 f 


我 们 把 上 式 右 端 称 为 光滑 函数 f 关 于。 X 的 李 导 数 , 记 作 xf. 于 是 上 式 说 明 
光滑 孔 数 f 关于 XX 的 李 导 数 就 是 f 沿 XX 的 方向 导数 ,或 者 是 切 向 量 场 了 在 了 
上 的 作用 , 即 
xf = X(N). (3. 23) 
定理 3.6 作用 在 光滑 切 向 量 场 的 集合 .2TCM) 上 的 李 导 数 Sx 服从 下 
列 运算 律 
(1)S2x 是 线性 的 , 即 对 于 了 ,ZE SCM) ,ER 有 
xlY + NZ) = 经 7 十 )c2Z; 
(2) 对 于 了 E 30, EC”GMM) 有 
Lx(f .7Y) 一 X(C 门 .7 十 Jr7; 
(3) 对 于 Y 了 ,ZE€ .20 ,有 
Lx([Y,Z]) = [SxY,Z] + [Y, x2 1. 
证 明 这些 规律 实质 上 是 Poisson 括号 积 的 运算 律 (参看 本 章 8 2, 定 理 
2.4), 在 此 略 去 证 明细 节 , 留 给 读者 自己 完成 . 
在 5 我们 将 讨论 光滑 流 形 M 上 任意 阶 的 光滑 张 量 场 , 并 且 定 义 光 滑 张 
量 场 关于 已 知 切 向 量 场 的 李 导 数 . 在 光滑 流 形 上 的 一 些 结构 (比如 歼 曼 度量 ， 
参看 85) 往往 是 用 张 量 场 的 形式 给 出 的 ,而 保持 该 结构 不 变 的 单 参数 可 微 变 
换 群 所 对 应 的 切 向 量 场 恰好 是 该 结构 ( 某 张 量 场 ) 关于 它 的 李 导 数 为 零 的 切 
量 场 . 因此 , 李 导 数 是 研究 光滑 流 形 上 的 结构 的 重要 工具 . 
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在 2 的 后 半 部 分 我 们 曾经 比较 直观 地 介绍 过 切 向 量 场 在 孤立 奇 点 的 指 
标的 概念 ,并 且 在 例 4 中 用 图 示 的 方式 给 出 了 平面 上 有 各 种 指标 的 向 量 场 的 
例子 . 由 此 可 见 , 光 滑 切 向 量 场 v 在 孤立 奇 点 附近 有 变化 多 端的 形态 . 但 是 在 
非 奇 点 的 邻 域内 切 向 量 场 的 分 布 是 相当 规则 的 , 它 的 轨 线 可 以 取 为 适当 的 局 
部 坐标 系 的 坐标 曲线 . 我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 4.1 设 X 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 . 若 在 点 p €E M， 
%， 关 0, 则 存在 点 p 的 一 个 局 部 坐标 系 (V ;vy) ,使 得 

9 
yr 
证 明 设 (U;z) 是 点 2 的 一 个 局 部 坐标 系 ,x'(p) = 0， 并 且 X|s 有 表达 


X|y 一 


式 
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和 |v = 上 -一 ， (4. ] ) 
2 az 


其 中 4 E CD). 因 为 X 天 0, 不 妨 设 弓 (2) 天 0; 利 用 外 的 连续 性 ,可 以 假定 
全 在 U 上 处 处 不 等 于 零 . 考虑 切 向 量 场 X 的 .经 过 坐标 面 : = 二 0 上 点 (0,y?， 
一,y”) 的 轨 线 z(t;，,…,y”) ,它们 满足 下 列 方程 组 和 初 条 件 : 


dz Ac 1 m 
dr = er, ,XT”)， 


Xx' (0;Yy ,yy") 一 0， (4. 2) 


0 y") = yy ,2 m, 
(对 照 (3.11) 式 ). 根据 常 微分 方程 组 理论 , 解 范 数 zx (zt;y,…,y”) 关 于 自 变 量 
t 及 初始 值 y,…，,y” 是 光滑 依赖 的 . 令 y 三 上 .由 于 
E11(p) Ep) 1 6”(p) 
Q(x! ,XT ) 加 0 1 “。 0 
QCyl se sy ) ,0 。 。 。 


O 0 eee 1 
故 x ~ XT (y! ;yy ,yy”), 1 二 1 二 m 


可 以 看 作 局 部 坐标 变换 (第 一 章 ,定理 3. 2)， 即 y » 可 以 作为 点 p 的 某 个 
邻 域 VCU 内 的 局 部 坐标 系 . 此 时 ， 


m 


故 (V ;y) 即 为 所 求 .证 毕 . 
在 定理 4. 1 所 说 的 局 部 坐标 系 (V;y) 下 ,X 的 轨 线 方程 成 为 


| Eo 一 (4. 3) 
y (0) =»,,， 
其 解 为 
y= 十 好 . 
这 就 是 说 ,局 部 单 参数 变换 群 4 的 作用 是 
ly sy ) = yt yy ), (4. 4) 


即 9 表现 为 点 的 坐标 沿 y- 曲线 的 平移 . 

处 处 非 零 的 光滑 切 向 量 场 在 它 的 定义 域内 决定 了 光滑 的 一 维 切 子 空间 
场 ,在 每 一 点 处 的 一 维 切 子 空间 恰好 是 由 在 该 点 的 切 向 量 所 张 成 的 . 这 个 概念 
可 以 作 如 下 的 推广 . 

定义 4.2 设 0 是 光滑 流 形 M 的 一 个 开 子 集 . 符 在 每 一 点 2E UL 都 指定 
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了 切 空间 TM 的 一 个 疡 维 子 空间 (2), 则 称 到 为 上 的 一 个 疡 维 分 布 . 若 
在 每 一 点 p EU 都 有 一 个 邻 域 VCU 以 及 定义 在 V 上 的 hh 个 处 处 线性 无 关 
的 光滑 切 向 量 场 X,,…,X; ,使 得 对 于 每 一 点 gq E V,L(g) 是 由 XX,(q),…， 
Xi(q) 张 成 的 , 则 称 分 布 到 是 光滑 的 . 

定义 4.3 设 L 是 定义 在 开 子 集 UCM 上 的 hh 维 光 滑 分 布 ,XX € 
党 (0). 硅 对 于 任意 一 点 p EU0, 都 有 XX(p) EL(p), 则 称 卫 是 属于 光滑 分 布 
的 光滑 切 向 量 场 . 

根据 定义 4. 3 的 说 法 ,对 于 h 维 光滑 分 布 玉 ,在 每 一 点 p EU, 都 有 zp 的 一 
个 邻 域 V, 以 及 属于 分 布 |y 的 hh 个 处 处 线性 无 关 的 切 向 量 场 X,€ 207)， 
1 过 a 牵 h. 此 时 ,我 们 记 

Ll|vy = Span{X1,*…,X,)}. (4. 5) 

张 成 分 布 1y 的 切 向 量 场 X;,… ,X; 容许 作 以 光滑 函数 为 系数 的 非 退 化 线性 
变换 . 这 就 是 说 , 若 令 


h 
Y, = Dj asXa, 1 过 a 过 有 h， (4. 6) 
B=1 
其 中 as € C~(V), 且 det(af) 处 处 不 为 零 , 则 仍旧 有 
L’|y = Span{Y,),*…,Y,)}. (4.7) 


如 采 在 光滑 流 形 MM 上 存在 h 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 , 则 在 M 上 
束 有 一 个 维 光滑 分 布 . 反 过 来 ,如 果 在 M 上 存在 一 个 疡 维 光 滑 分 布 , 则 在 M 
上 未 必 存 在 h 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 . 例如 ,在 2 维 球面 S* 上 光滑 的 
切 向 量 场 必 有 奇 点 ,因此 在 S* 上 更 不 可 能 存在 两 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 
量 场 ,然而 S* 上 的 切 空间 场 显然 是 光滑 的 2 维 分 布 . 由 此 可 见 , 在 局 部 上 给 出 
一 个 维 光滑 分 布 等 价 于 存在 h 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 ,而 在 大 范 
围 情形 前 者 的 要 求 比 后 者 弱 . 

定义 4.4 设 尼 是 定义 在 开 子 集 U C M 上 的 疡 维 光滑 分 布 . 若 p: N 一 
U 是 单一 的 浸入 子 流 形 ,并 且 对 于 每 一 点 上 E NM 有 

p. (TN) CL (9(p)), 

则 称 (9, 和 六 ) 是 光滑 分 布 的 一 个 积分 流 形 . 

可 以 证 明 , 分 布 的 一 维 积分 流 形 总 是 存在 的 . 当然 ,h 维 光滑 分 布 L 的 
最 高 维 积分 流 形 的 维 数 不 会 超过 4; 并 且 , 如 果 L* 有 经 过 点 p 的 h 维 积分 流 
形 , 则 该 积分 流 形 必定 是 唯一 的 ( 即 积分 流 形 的 象 集 在 点 zp 附近 是 唯一 的 ). 但 
是 当 h 之 2 时 ,对 于 任意 一 点 p EU, 未 必 有 的 h 维 积分 流 形 经 过 它 .事实 
上 ,我 们 有 : 

定理 4.2 设 L 是 定义 在 开 子 集 U C M” 上 的 维 光滑 分 布 . 若 经 过 U 
内 任意 一 点 p 都 有 的 一 个 h 维 积分 流 形 , 则 属于 7 的 任意 两 个 光滑 切 向 量 
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场 X,Y 的 Poisson 括号 积 [X,7Y] 仍然 属于 12. 

证 明 ”假定 X,Y 是 属于 的 任意 两 个 光滑 切 向 量 场 . 任 取 p EU. 由 假 
定 ,存在 h 维 单一 的 浸入 子 流 形 9:N 一 U，, 使 得 

9. (TIN)= LL(9(g)), VaqaE€EN. 
由 于 pg, 处 处 是 非 退 化 的 , 故 对 于 任意 一 点 9 € NN ,存在 确定 的 切 向 量 X(g)， 
Y(o) € TN, 使 得 
2p, (入 (aq)) = X(g(q)), 
yp, (Y(g)) = Y (9(q)), 
并 且 切 向 量 场 久 ,是 光滑 的 (参看 习题 9). 由 此 可 见 ,N 上 的 光滑 切 向 量 场 
多 ,了 与 UU 上 的 光滑 切 向 量 场 X,Y 是 P 相关 的 . 根据 定理 2.5, 有 
9p. ([X,Y1p)) = [X,Y1(9(p)), 

因此 [X,Yj(pg(p)) E L(g(p)). 由 于 点 2 的 任意 性 ,我 们 有 [X,Y] €E LD. 

下 面 引 进 两 个 概念 . 

定义 4.5 设 避 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 h 维 光滑 分 布 .大 对 于 任意 
一 点 qg EU, 都 有 分 布 的 一 个 hh 维 积分 流 形 经 过 它 , 则 称 该 分 布 L* 是 完全 可 
积 的 . 

定义 4.6 设 L 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 h 维 光滑 分 布 . 如 果 属 于 分 
布 的 任意 两 个 光滑 切 向 量 场 X,Y 的 Poisson 括号 积 [X,Y] 仍 属于 分 布 乙 ， 
则 称 分 布 L* 满足 Frobenius 条 件 . 

若 用 YY(L*) 表示 属于 分 布 的 光滑 切 向 量 场 的 集合 , 则 Frobenius 条 件 
的 意思 是 :YY (L’) 关 于 Poisson 括 号 积 成 为 一 个 李 代 数 , 即 它 是 绝 (U) 的 子 代 
数 . 由 于 在 局 部 上 是 由 h 个 光滑 切 向 量 场 张 成 的 ,所 以 定义 4.6 可 以 改 述 成 
等 价 的 | 

定义 4.6 设 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 h 维 光滑 分 布 . 若 在 每 一 点 
p EU, 存 在 点 p 的 一 个 邻 域 VCU, 以 及 hh 个 光滑 切 向 量 场 X1,…,X € 
2 (V), 使 得 

IL’*|y = Span{X,,.… ,X,}, 

并 且 满 足 


[X.,Xoj] = Dj CpXy, 1 二 a,p <h, (4. 8) 
7=1 


其 中 Cis € C~(V), 则 称 满足 Frobenius 条 件 . 

有 了 这 些 术 语 之 后 ,定理 4.2 可 以 改 述 成 

定理 4.2” 若是 定义 在 开 子 集 U CCM" 上 的 完全 可 积 的 h 维 光滑 分 
布 , 则 万 必定 满足 Frobenius 条 件 . 

要 紧 的 是 定理 4. 2 的 逆 命 题 亦 真 ,这 就 是 所 谓 的 Frobenius 定理 . 实际 上 
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我 们 能 够 证 明 的 结果 比 这 个 逆 命 题 还 要 多 一 点 . 

定理 4. 3(Frobenius 定理 ) 设 忆 是 定义 在 开 子 集 VC M 上 的 疡 维 光 滑 
分 布 .如 果 必 满足 Frobenius 条 件 , 则 在 每 一 点 p E U, 存 在 局 部 坐标 系 (V，; 
y') ,使 得 p E VCU, 并 且 

, 3 a 
Ll|y = Span | Bi 37 |. 
定理 4.3 告诉 我 们 ,V 内 的 坐标 面 
{yl 和 ) : yl = const,*, y” = const) 

是 分 布 的 h 维 积分 流 形 . 因此 , 当 必 满足 Frobenius 条 件 时 ,是 完全 可 积 
的 . 

陈省身 和 J. Wolfson 给 出 过 Frobenius 定理 的 一 个 简捷 的 归纳 证 明 ,读者 
可 参看 [2],p. 36. 

在 这 里 ,我们 将 把 Frobenius 定理 归结 为 一 阶 偏 微 方 程 组 的 可 积 性 定理 ， 
后 者 实际 上 是 Frobenius 定理 的 经 典 形式 .所 以 这 种 做 法 有 助 于 读者 了 解 该 
定理 的 历史 以 及 它 的 应 用 . 一 阶 偏 微分 方程 组 的 可 积 性 条 件 在 本 质 上 是 光 清 
多 元 函数 的 2 阶 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 的 推论 ,在 几何 学 中 ,许多 存在 性 问题 
的 证 明 常 常 需要 用 这 个 可 积 性 定理 . 

定理 4.4 设 UXVCR”xR" 是 开 子 集 , 并 且 记 :UX VV 一 R 是 定义 
在 U XV 上 的 光滑 函数 ,1 三 i 过 mm,1 三 a 志 n. 则 对 于 任意 一 点 (zxo,y6) EU 


XV ,方程 组 
9y” & 
-7 Ji ,yy)， 
| QT f(T»y (4. 9) 
; yy" (xo) = Yo . 
在 点 zo 的 某 个 邻 域 WCU 内 有 唯一 解 y = y(z),x EW 的 充分 必要 条 件 是 
在 U XV 上 成 立 恒 等 式 
af? afs Af of af’ 
+ EE (4. 10) 
证 明 必要 性 . 如 果 函 数 yx* = y*(x) 满足 方程 组 (4. 9), 则 由 
Py(rz) Fy'(z) 


ax’' Ax! az7az: 


afi (zy(T)) Af (x,y (x)) 
QZ7 QZ: 
”将 上 式 展 开 便 是 条 件 (4. 10). 
充分 性 .为 简便 起 见 ,不妨 设 ze = 0 EU. 首先 确 定 函数 yi (x1,0,…,0)， 
使 得 它们 满足 方程 组 
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ar! (4.11) 
y1(0,°" ,0) = yo. 


为 此 ,考虑 常 微分 方程 组 


De 1,0,……，,0 
| 9yi(x ,0，…，0) = f(zxi,0,. 0 yz 0 0))， 


| 和 000 (4. 12) 
| -一 
它 在 某 个 区 间 |t| < s: 内 有 唯一 的 一 组 解 , 记 为 所 (上 . 取 

yr,0,,0) = Er), |zx'|<a (4. 13) 
则 (zl0,…，0) 满足 (4. 11). 

接着 固定 x' 的 值 ,|x'| 二 6, 考虑 常 微分 方程 组 
| = Cet0,. 0)b), (4.14) 
€°|,-0 = yx! ,0,. ,0). 


当 el 充分 小 时 ,对 于 任意 的 |x' | 二 6 ,上 述 方程 组 在 |t| 过 6&2 内 有 唯一 解 红 (2; 
ZX'),1 三 a 碾 , 它 们 关于 zz ,t 是 光滑 的 . 令 

yx,x 0 0) = ET;Tt), [zi| <e, lr:| <e,. (4.15) 
于 是 y(x!,x?,0,…,0) 满足 


dys (x! ,7 ,0,°°* ,0) 
f(r, Tx, 0 0 yr ,TI,0,. ,0)) 
| ax? 2 (4. 16) 


YTXl,0, ,0) = yr ,0 ,0). 
上 式 表明 函数 yi(x! ,zx?,0,…,0) 关于 z? 的 偏 导数 满足 方程 组 (4.9) ,但 
是 它 关 于 zx' 的 偏 导 数 只 在 二 = 0 时 满足 方程 组 (4. 9)( 见 (4. 11) 式 ). 利用 可 
积 条 件 (4. 10) 可 以 证 明 ,函数 (zx! ,ZX?,0,…,0) 关 于 zx! 的 偏 导数 对 于 zz? 的 任 
意 值 , |x | 二 8, 也 是 满足 方程 组 (4.9) 的 . 为 此 , 令 
ays (xX!,T,0,..,0) 


g(x ,XT ) 一 Ar! 一 大 (zl ,TC 0， ,0, yx ,XT 0, ,0) ). 
我 们 要 证 明 g(x!,zx?) 三 0. 由 (4.16) 及 (4. 11) 两 式 得 到 
a 1 Sess 
g(x ,0) 一 0 一 fi(xl,0,° ,0, yr 00)) 一 0, 
(4.17) 

另外 ,将 g(x ,zx ) 对 zx 求 导 得 到 

dg (xX!,X’) 

ar’ 


_9 dy (ZL ,0,.,0) 


9 
一 3 7 Fa fiT ,x ,0% 0, YT 7 ,0 ,0))) 
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_9fs 十 af? dy (Xx!, Tx,0,.. ,0) aft afi ays (x! ,x ,0,..,0) 
ar! adyf azl ar? gy® az? 
i, ar La amp .pp 
一 yp C (Xx 9 化 ) 十 ar! 十 3y6 及 72 ayf /9. 
人 a af? oaf? 1 2 1 2 
上 式 末 端 各 | 滑 数 fi 及 其 导数 了;， 3 都 在 (z » 坊 ,0，… ,0, YX Ry 
0)) 处 求 值 .利用 条 件 (4. 10) 得 到 
dg (x ,x ) 一 9fs Bl 2 
= 2 Tie (T's). (4. 18) 


因此 g*(zx!,x?) 看 作 zx? 的 函数 满足 一 阶 线性 齐 次 方程 组 (4. 18) 及 初 条 件 (4. 
17). 由 解 的 唯一 性 得 到 g*(x!,x?) = 0. 
下 一 步 ,固定 x!,x? 的 值 ,使 得 |x!| < es ,|z2| < 6, 考虑 方程 组 
| a = f(x!,x’,t, ,0,6), 
€°|,_, = yer!, x? ,0,. ,0). 
设 它 的 解 是 名 (t;x1,z?),|t| 二 6, 且 令 
yr T,X 0 0) = E(x ;x!, Z2)。 

然后 利用 各 所 满足 的 方程 及 可 积 条 件 (4.10) 可 以 证 明 ys (Cx! ,zx? ,zx?,0,…,0) 
满足 方程 组 


ays (x! ,T° ,Ts ,OU ,0) 
az 


1 二 a 蒜 n， 1l 过 4A 过 3。 
继续 这 个 过 程 ,最 后 得 到 定义 在 (一 €1,€1) XX 《一 En » Em ) CU 上 的 也 
数 y*(z!1,… ,zx”), 它 满足 方程 组 


| 2 一 户 (zyy(z))， 


一 (zlZ2 3 0 0, Yar ,T,X 0 0))， 


9 

y (0) = ~»o. 
证 毕 . 

回顾 一 下 定理 4. 4 的 证 明 过 程 :我 们 首先 在 U XV 的 坐标 面 z = … 一 

zx” 二 0 上 考虑 ,得 到 一 条 经 过 点 y 的 关于 自 变 量 二 的 积分 曲线 y(x' ,0,…， 
0). 然后 经 过 这 条 积分 曲线 上 每 一 点 y(zx' ,0,… ,0) 作 关 于 自 变量 的 积分 曲 
线 y(z ,x ,0,…,0). 这 些 积分 曲线 构成 一 个 2 维 子 流 形 ,可 积 条 件 就 是 要 保 
证 这 个 2 维 子 流 形 是 原 方程 组 的 2 维 积分 流 形 . 接着 ,经 过 这 2 维 积分 流 形 上 
每 一 点 作 关 于 目 变 量 产 的 积分 曲线 ,构成 一 个 3 维 子 流 形 , 再 用 可 积 条 件 证 明 
它 是 原 方 程 组 的 一 个 3 维 积分 流 形 . 于 是 我 们 所 得 到 的 是 一 阶 偏 微 分 方程 组 
的 、 其 维 数 逐 渐 升 高 的 一 系列 积分 流 形 ;在 已 得 到 的 7 维 (r 二 m) 积分 流 形 的 
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基础 上 ,利用 常 微分 方程 理论 构造 出 高 一 维 的 子 流 形 ,而 可 积 条 件 (4. 10) 保 
证 这 个 高 一 维 的 子 流 形 是 方程 组 (4. 9) 的 > 十 1 维 积分 流 形 等 等 . 这 种 做 法 在 
偏 微 分 方程 组 一 般 理论 的 研究 中 是 典型 的 . 
现在 我 们 运用 定理 4.4 来 证 明定 理 4. 3. 
”定理 4.3 的 证 明 任 取 一 点 p EU, 则 有 局 部 坐标 系 (V;z’),p EVCU， 
以 及 hh 个 光滑 切 向 量 场 XE€ 这 (V),1 过 a 三 h, 使 得 
LL |y 一 Span{tXi，… ,六 。 
假设 
一 > (4.19) 
其 中 a。€ CC” (7D). 由 于 和 ，,…,X; 处 处 线性 无 关 , 不 妨 设 det (as) 在 V 内 处 处 
不 为 零 , 并 且 用 (54) 表示 (ax) 的 道 矩 阵 . 令 
oy - 9 "9 
= 2 0X = = 十 oC a7 (4. 20) 
其 中 C; = 31pfas E C~(V), 则 我 们 有 
B=1 . 
L*|y = Span {XX ,… ,X,), 


并 且 X1 …,AX， 1 是 线性 无 关 的 . 
直接 计算 得 到 


8 Ta ,9 9 ve 
[Xs Xo] -| 去 + 2C azr” ar + 之 /Ci 二 


" {90C as11 9 
-| 二 号 + [和 | 站: 
由 于 必 满 足 Frobenius 条 件 , 故 [又 .和 能 名 表示 成 郊 的 线性 组 合 ,所 以 册 上 
面 的 表达 式 可 知 在 V 上 必须 有 恒等式 


2 > |c 


azp 分 ;| 
即 函数 组 Ci 在 了 上 满足 定理 4. 4 条件- 
假定 x《p) = zo,V i, 并 且 将 邻 域 V 与 R” 中 的 一 个 开 子 集 等 同 起 来 . 这 
样 ,在 R* 和 了 ”中 分 别 有 (z 2) 和 (zt1,… ,x8?) 的 邻 域 WW ,使 得 
Wi X W, CV. 由 定理 4.4 可 知 ， 对 于 任意 的 (y”， …,y”) EE W,, 方 程 组 


| 


CC; = 0， (4. 21) 


az ， . : 0 (4. 22) 
X(T T0) = YaRRh,h+l<ram 


有 唯一 解 . 之 一 f° (xl, 3 二 1 9 yy) ,其 中 (zl 9 ,7) € W, , 且 广 光 滑 地 
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依赖 于 自 变量 二 ，…z 和 初始 值 1，…,y”. 特别 地 ,(4. 22) 的 第 二 式 是 


三 (Vs 一 yy". (4. 23 ) 
引进 新 的 参数 (y!,…,y”), 邻 
x 二 yy"， 
(4. 24) 
| 并 一 广 (3 | 
方程 组 (4. 22) 的 积分 流 形 对 应 于 
多 一 const， …， 光一 const. 
由 于 
DCZL，…。 7 ) 
Ady! ，… ,y”) Cy sy ) = (zh, ) 
1 0 ... 0 
1 0 0 
一 Ch+1 Ci+l 1 一 1， 
Cr CC? 1 
所 以 (六 ,yy”) 可 以 作为 点 p 附近 的 新 的 局 部 坐标 系 . 此 时 ， 
aa yaa 
ay 4 9ay" arp aye arr 
9 一 ~ 
一 全 一 十 人” ~ 7 一 入,， 
qz 2 az 
因此 
9 9 
LL’ |w, xw， 一 = Span (3 1 ， | 
证 毕 . 


定理 4.3 和 定理 4.4 是 局 部 的 存在 性 定理 . 下 面 我 们 简要 地 给 出 
Frobenius 定理 的 大 范围 的 叙述 . 

定义 4.7 设 L 是 定义 在 m 维 光滑 流 形 M 上 的 h 维 光滑 分 布 . 设 (9, NN) 
是 分 布 的 一 个 连通 的 积分 流 形 ,并 且 它 的 象 pCN) 不 是 的 另 一 个 连通 积 
分 流 形 的 真子 集 , 则 称 (P,N) 是 的 极 大 积分 流 形 . 

定理 4.5 设 M 是 具有 第 二 可 数 公理 的 既 维 光滑 流 形 , 己 是 M 上 的 疡 维 
光滑 分 布 , 如 果 盖 满足 Frobenius 条 件 , 则 对 于 任意 一 点 p E M, 必 存在 的 
唯一 的 一 个 极 大 积分 流 形 经 过 点 p ,并且 LL 的 经 过 点 p 的 每 一 个 连通 积分 流 
形 必 包 含 在 这 个 极 大 积分 流 形 内 . 

关于 此 定理 的 完整 证 明 可 以 查考 [26],p. 48. 在 这 里 ， 我 们 只 4 叙述 一 下 大 
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意 . 
根据 定理 4. 3, 在 M 上 存在 一 族 局 部 坐标 系 {(Cjza)} ,其 中 (27 构成 以 
的 可 数 开 覆盖 , 且 在 U。 中 的 坐标 面 
Xtl—const, …， ZX” = const (4. 25) 
是 的 h 维 积分 流 形 . 
设 入 是 连通 的 h 维 光滑 流 形 , 目 89:N 一 M 是 的 积分 流 形 , 即 
VPpPEN, 9(T,N)= LDL (9(p)). 
根据 2 的 连续 性 , 若 pC(p) EU,, 则 有 点 2 在 入 中 的 连通 邻 域 V, 使 得 9V) C 
U,, 故 pCV) 包含 在 U 的 某 个 坐标 面 (4.25) 内 . 设 g9g 是 NN 上 男 外 一 点 ,C 是 联 
结 p,q 的 分 段 光滑 曲线 , 则 C 可 以 用 有 限 多 个 如 上 所 述 的 邻 域 V 覆盖 住 . 换 句 
话说 ,NM 上 任意 一 点 9 都 能 用 分 段 光滑 曲线 C : [0,1] 一 入 与 点 Pp 连结 起 来 ， 
并 且 其 中 每 一 段 光 滑 曲 线 都 是 的 一 维 积分 流 形 , 即 有 L0,1j 的 分 割 
0 二 =i <it,=1, 
使 得 每 一 段 曲 线 Cl ,是 光滑 的 ,并 且 9。Cle. ,1 是 的 一 维 积分 流 形 . 
上 述 讨论 启发 我 们 如 何 去 构 造 分 布 的 经 过 点 PE€ M 的 极 大 积分 流 形 . 
设 pE€EM, 令 
K = 二 {gqg € M :g 能 用 分 段 光 滑 曲 线 与 p 连结 ， 
日 每 段 光 滑 曲 线 是 LL 的 一 维 积分 流 形 小 
在 大 上 能 引进 光滑 流 形 结构 ,使 之 成 为 h 维 连通 光滑 流 形 , 并 可 证 明 (i,K) 是 
的 经 过 点 p 的 极 大 积分 流 形 , 这 里 i :天 一 M 是 包含 映射 . 
事实 上 ,和 铬 gqg € 大 , 则 gq 必 属 于 某 个 Ui. 于 是 坐标 面 
Tat!l = riti(g) ,7 = rr(g) 
的 含有 的 连通 分 支 必 包含 在 内 .将 该 连通 分 支取 为 点 9 在 天 中 的 坐标 邻 
域 , 且 以 zz 为 其 中 的 局 部 坐标 . 可 以 验证 ,这 样 给 出 的 坐标 邻 域 构成 
的 C“- 坐标 覆盖 ,从 而 使 天 成 为 h 维 光 滑 流 形 , 且 (i,KK) 是 江 的 积分 流 形 . 根 
据 KK 的 定义 以 及 前 面 的 讨论 ,车 (8,N) 是 的 经 过 点 2 的 连通 积分 流 形 , 则 
必 有 PCN) CK, 因 此 大 是 极 大 的 . 
由 定理 4.5 可 见 ,在 M 中 存在 一 族 疡 维 连通 的 .单一 浸入 的 子 流 形 ,满足 
如 下 条 件 : 
(1) 对 于 M 上 任意 一 点 p, 必 有 族 中 的 一 个 子 流 形 通 过 它 ; 
(2) 存在 点 2 的 局 部 坐标 系 (U ;zx') ,使 得 在 族 中 的 子 流 形 (i,K) 满 足 K 站 
U 关 名 时 ,K 站 0 的 连通 分 文 为 
{g EU :zti(g) = const, ,rx”(g) 一 const}. 
这 样 的 子 流 形 族 称 为 M 的 一 个 叶 状 结构 (foliation) ,其 中 的 每 一 个 子 流 形 称 
为 叶 (Lea 力 .因此 ,定理 4.5 的 意义 是 :M 上 满足 Frobenius 条 件 的 h 维 分 布 在 


(4. 26 ) 
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MM 上 决定 了 一 个 叶 状 结构 . 关于 叶 状 结构 的 拓扑 和 几何 的 研究 ,是 60 年 代 以 
来 一 个 重要 的 课题 ,有 兴趣 的 读者 可 进一步 阅读 有 关 的 著作 ,例如 [24]. 
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设 M 是 m 维 光滑 流 形 . 根 据 光滑 流 形 的 结构 ,在 每 一 点 x € M 有 切 空间 
T,M 和 余 切 空间 T: M, 从 而 在 每 一 点 xz € M 有 (p,qg) 型 张 量 的 概念 . 在 点 工 
的 (p,qg) 型 张 量 构成 的 空间 记 作 
TY(z) = TMO… WTMOTMO .TM, 
PP 个 9 个 
= LTEM,, TMT MT AM;R) 
igi 
Pp 个 9 个 
其 中 pp 是 反 变 阶 数 ,gq 是 协 变 阶 数 . (参看 第 一 章 , $ 4 和 第 二 章 ,， 8 3). 
在 光滑 流 形 上 更 多 的 构造 常常 是 以 张 量 场 的 形式 出 现 的 ,因此 掌握 光滑 
张 量 场 的 一 般 概念 是 十 分 重要 的 . 在 本 节 , 我 们 先 引 进 光滑 张 量 场 的 概念 ,并 
研究 它们 的 性 质 , 然 后 证 明 在 光滑 流 形 上 存在 对 称 的 .正定 2 阶 协 变 张 量 场 ， 
这 种 张 量 场 就 是 光滑 流 形 上 的 所 谓 黎 曼 度 量 张 量 . 
定义 5.1 光滑 流 形 M 上 的 一 个 (p,qg) 型 张 量 场 = 是 指 在 每 一 点 ZE M 
都 指定 了 一 个 (p,qg) 型 张 量 r(z) E Te(z). 若 在 每 一 点 ZE M 都 有 一 个 局 部 
坐标 系 (Uiz) ,使 得 (p,g) 型 张 量 场 t 有 局 部 坐标 夫 达 式 


cr, OOO Od (5.1) 


其 中 分 量 让 ，E C= (CD , 则 称 * 是 流 开 M 上 的 一 个 光滑 的 (p,q) 型 张 量 
场 . 

通常 ,我 们 把 光滑 (p,q) 型 张 量 场 说 成 “以 光滑 的 方式 ”在 流 形 的 每 一 点 
指定 了 一 个 (p,qg) 型 张 量 . 

光滑 切 向 量 场 就 是 光滑 的 (1,0) 型 张 量 场 . 

光滑 的 (0,1) 型 张 量 场 称 为 一 次 微分 式 . M 上 全 体 一 次 微分 式 的 集合 记 
作 A'(M). 

下 面 ,我 们 给 出 两 个 例子 : 

例 1 光滑 流 形 M 在 每 一 点 的 切 空间 上 的 恒 同 映射 id : T,M -> T,M ,zx 
和 MM, 给 出 流 形 M 上 一 个 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 rz. 它 的 定义 是 :在 任意 一 点 工 
E M, 对 于 任意 的 a € T*M,v € T,M, 令 

tTX)(0,v) = alld(v)) = a(v). 

在 扩 工 的 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 ,我们 有 
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ro) | dz 和 | 一 dz| 
所 以 ,+ 的 局 部 坐标 表达 式 是 
r= DO Od (5. 2) 


其 中 6 是 常 值 函数 . 由 此 可 见 ,z 是 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 . 

例 2 设 FEcCc”GC), 则 在 每 一 点 ZE M, 我 们 有 余 切 向 量 df(x) € 
TM( 参 看 第 二 章 , 3 3,(3.15) 式 ). 这 样 ,df 是 M 上 光滑 的 (0,1) 型 张 量 场 ， 
即 df 是 M 上 的 一 次 微分 式 .实际 上 ,车 设 (U ;z') 是 局 部 坐标 系 , 则 


df 车 | ~ € ce)， 


9 1 
区 | = 人 


az az 


而 且 
dflo = >dfl 世 jd = Y) dr, (5. 3) 


因此 df € A'(M). , 

M 上 全 体 光 滑 的 (p,q) 型 张 量 场 的 集合 记 作 了 ?CM). 在 ?CM) 中 有 加 
法 , 数 乘法 和 C” (MD)- 乘法 . 此 外 还 有 张 量 积 运算 四 : FYCM) X FM) 一 
福 汪 (CM) 和 缩 并 . 这 些 运 算 都 是 逐 点 对 于 张 量 进 行 的 ,因此 , 张 量 运算 的 规则 
对 于 张 量 场 也 是 成 立 的 . 重 记 

FM = @ F100), 
则 .有 (AD) 成 为 一 个 C~CM)- 模 ,其 中 
TIAMD = WD, FM = HD, FIM = A'M). 

定义 5.1 与 定义 2. 2 一样 ,都 是 通过 张 量 场 在 局 部 坐标 系 下 的 表达 式 中 
分 量 的 光滑 性 来 定义 张 量 场 本 身 的 光滑 性 的 . 这 种 做 法 的 优点 是 比较 直观 ,与 
通常 所 理解 的 “ 场 ”的 概念 相 吻 合 . 如 同 光滑 切 向 量 场 w€ 多 (M) 可 以 看 作 满 
足 一 定 条 件 的 映射 v: C~(M) -> C™(M)( 参 看 本 章 , 定 理 2.2), 光 滑 的 (p,q) 
型 张 量 场 + 也 可 以 看 作 映 射 

tc: A(M) XxX AM) XxX HM)XK*% XK HM)—>C™M). 

Pp 个 9 个 
实际 上 , 若 取 aa E 4 oo E 2 CNMN ， 则 函数 Fo ,… ,a? ,vi， 
… ,vs) 定义 为 : 
(CACO RC 
=r(z) or), ,ArT vrT) ,v7)), VXIEM. (5. 4) 
至 于 该 函数 的 光滑 性 ,只 要 取 局 部 坐标 系 (U ;xz ), 则 
wlvu=adzrx, la p)， 
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,9 
vs |v =vi 一 1 三 6 gq， 


az 和 
其 中 Qf? ,UD 和 C™~(U), 于 是 
(RE |v 


一 To wdl “UN 和 C™ (U) 9 (5. 5 ) 


其 中 .是 tjv 的 分 量 , 是 U 上 的 光滑 函数 : 所 以 TCal,… ,a? v1,… ,v,) | 
是 U 上 的 光滑 函数 . 
有 反 过 来 , 当 映 射 
tr: A(M) XxX: x A'(M) Xx HRM) XX HRM) — C™”M) 
满足 一 定 条 件 时 , 它 便 是 M 上 的 一 个 光滑 张 量 场 .我们 有 下 面 的 定理 : 
定理 5.1 设 
tr: 4)X…X4CON) Xx HM) XX HM) -一 CCM) 
PP 个 g 个 
是 p 十 9 重 线 性 映射 ,并 且 对 每 一 个 自 变 量 都 是 C~(M)- 线性 的 , 即 对 于 任意 
的 1 三 a 三 2p,1 三 5 三 gqg 及 py EC™”(M) 有 
r(Cal ,HQ se QP ,U1 se VU,) 
=T(@ ,ee ,PV vs, ) 
一 Ap， Tal ,ee ,QP ,V1 ,UV,), (5. 6) 
则 映射 + 在 每 一 点 z € M 以 光滑 的 方式 指定 了 一 个 (p,q) 型 张 量 ,使 得 + 恰好 
是 这 个 光滑 的 (p,g) 型 张 量 场 通过 (5. 4) 式 所 定义 的 映射 . 
证 明 为 节省 篇 幅 ,我 们 只 证 (p,qg) = (0,1) 的 情形 ,其 余 情形 的 证 明 是 
类 似 的 . ; 
设 有 线性 映射 rz:.2(CM) 一 C™(CM), 满 足 如 下 条 件 : 对 任意 的 v E 
2 (M) 及 14E€E C™(M) 有 


rz(AU .mm) 一 了， Tv). (5.7) 
我 们 要 在 M 上 定义 一 个 光滑 的 (0,1) 型 张 量 场 z, 使 得 在 每 一 点 ze EM 有 
r(zo)(X(Czo)) = (TX) x), VXE HRM). (5. 8) 


首先 注意 到 ,在 条 件 (5.7) 下 ,映射 + : .多 (M) 一 C™~(M) 有 局 部 性 , 即 : 
硅 关 ,YE€ 妈 (M), 且 在 开 子 集 UCM 上 有 Xlv= 二 Ylv, 则 tr(X)|v = 二 T+(Y)|v 
E C”(U). 事 实 上 , 任 取 zoE U, 则 有 zo 的 邻 域 了 ,使 得 丈 是 紧 致 的 ,上 且 x。 E 
VCVCU. 由 第 二 章 的 引 理 2.2, 存 在 函数 f € C”CM) ,使 得 Flv 三 1, 且 
fimv 三 0. 于 是 ,f.(X 一 了 ) 是 M 上 的 零 向 量 场 . 
线性 映射 + 在 零 向 量 场 上 的 值 必 是 零 函 数 . 实际 上 
(0) = rt(0) 二 + 5(0) = 27(0), 
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即 
r(0) = 0， 
故 利 用 (5. 7) 式 以 及 映射 + 的 线性 性 质 得 到 
0= rtf. (X—Y))=/f. (r(X)— 7(Y)). 

特别 是 在 点 xo。, 有 

(T(X)) (zo) = (rT(Y)) (zo), 
故 

rz(X)|u = TY) |o. 
利用 映射 + 的 局 部 性 ,对 于 M 的 任意 一 个 开 子 集 ,不 难 诱导 出 线性 映射 
tr: 多 (U) 一 C™(U), 并 且 它 满足 对 应 的 条 件 (5.7). 
设 (C ii) 是 zo 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 . 又 设 v € :2 (7), 故 有 


v 一 > v 元 ， (5. 9) 
其 中 v € C™(U). 将 映射 + 作用 在 v 上 ,并 利用 条 件 (5.7), 则 得 
tr(v) = 2 。T 


天 | 


特别 地 ,我 们 有 


(tT(v)) (xo) 一 Dv (zo) . 


9 
训 | Cz0). (5. 10) 


它 表 明 (r(v)) (xo) 线性 地 依赖 于 切 向 量 场 v 在 zo 处 的 分 量 ,与 v 在 点 zo 以 外 
的 值 无 关 . 

现在 可 以 在 每 一 点 ze E M 定义 余 切 向 量 r(Czo) E T2M 如 下 : 任 取 v。€ 
TM, 作 wo 在 点 zo 的 邻 域 U 内 的 任意 的 光滑 扩张 wv € 如 (0), 使 得 v(xo) = 


Uo。 今 


(Tzx0)) (00) = (rv)) Cro). 
上 式 是 有 意义 的 . 实际 上 ,车 有 v€ 27(U) ,使 得 z(Czo) = 二 vo, 则 从 (5.10) 式 可 
知 

(rT(V)) Cz0) = (7(V)) (zo)) 
即 (rCv)) (zxo) 与 向 量 we 的 扩张 "无 关 . 很 明显 ,映射 T(zo) : 7,M 一 R 是 线性 
的 , 故 zCzo) E T*M. 这 样 ,我 们 便 得 到 光滑 流 形 M 上 的 余 切 向 量 场 r. 

在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 , 余 切 向 量 场 * 的 局 部 坐标 表达 式 是 
rlr 一 > | dr， 


1 二 1 


其 中 分 量 = 


让 | 为 
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T 


9 ~ 9 
宫 || co = Gco)| 翅 |= 


让 起 | 一 | 入 je crdD， (5. 11) 
故 t 是 光滑 的 余 切 向 量 场 . 由 上 式 及 条 件 (5. 7) 可 知 ,对 于 任意 的 v € 2 (M), 
有 


z 坊 |jco， V Xo EL， 
之 


所 以 


r() = Tt(v). 
回顾 一 下 定理 5. 1 的 证 明 , 映 射 r 的 C~(M)- 线 性 的 性 质保 证 映射 r 具 有 
局 部 性 ,因而 映射 + 可 以 作用 到 定义 在 开 子 集 U 上 的 光滑 切 向 量 场 的 空间 
名 (U) 上 .进一步 ,映射 r 的 C~CM)- 线 性 的 性 质 使 得 + 在 v€ 免 (U) 上 的 作 
用 有 局 部 坐标 表达 式 (5. 10) ,这 是 能 够 在 每 一 点 定义 余 切 向 量 的 关键 . 总 而 言 
之 , C~(M)- 线性 性 质 是 光滑 张 量 场 的 特征 性 质 ,所 以 经 常 把 它 称 为 张 量 性 
质 . 一 般 情形 的 证 明 步 骤 与 上 述 步骤 是 相同 的 . 
例 3 将 切 向 量 场 的 李 导 数 看 成 双 线 性 算 子 2 : 27CVM) Xx 名 (MM) -> 
2 (MD) ,使 得 对 于 任意 的 (X,7) € 20CNM) x .20CM)， 
LK,Y) = LyX = [Y,X], 
则 经 对 于 每 一 个 自 变量 和 ,7 都 不 是 CMD)- 线性 的 (参看 8$ 2, (2. 10) 式 ). 
所 以 , 客 不 是 (1,2) 型 张 量 场 . 
设 和 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,p 是 它 所 对 应 的 单 参数 可 微 变换 
群 ,经 过 点 z 的 轨 线 iL 作 7,(2). 由 于 多 是 可 微 同 胚 , 故 有 线性 同 构 
(9 一 (PTyoM 一 -AM， 
(2)”: Ly oO 一 了 AM. 


人 性 同 构 

:Te (7 (1)) 一 了 7( 工 ). (5. 12) 
实际 上 , 硅 设 (U ;xz') 是 局 部 是 标 系 并且 lt 之 e 时 ,有 Y(t) EU. 设 (p,g) 
型 张 量 rzE 724(7,(z)) 的 局 部 坐标 表达 式 是 


(0)) = ti, (7, (0D)| 二 -四 … 加 二 二 四 dz 四 : -@dz| 


9 
7 (1) 


(5. 13) 
则 
(Bz) = rs, (0)) (1), za |, ,| 9 (p-) | er |, | 
Co (8) (dr je ) QC … 9 (8)” (dr |y oo ). (5. 14) 


上 述 定义 与 局 部 坐标 系 的 取 法 无 关 . 
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引 理 5.2 设 X 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,8 是 它 所 对 应 的 单 参 
数 可 微 变 换 群 , 则 对 于 M 上 任意 两 个 光滑 的 张 量 场 ” ,了 有 : 
(1) 对 于 任意 固定 的 充分 小 的 1,8B,S 仍 是 M 上 与 S 同型 的 光滑 张 量 场 , 并 


日 
lim®,(S (9(p))) =S(p), VpEM; (5. 15) 
(2)8,(S OT) = $5) OW GCT); (5. 16) 
(3) 设 CC? 是 张 量 场 S 关于 第 a 个 反 变 指标 与 第 5 个 协 变 指标 的 缩 并 , 则 
B,C2(S)) = CI®,S)). (5. 17) 


证 明 (1) 不 妨 在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 考虑 . 设 单 参 数 可 微 变换 群 2 的 
局 部 坐标 表示 是 
(lt,7)) 一 用 (Ze 5Z 
它们 是 t,z!,… ,zx” 的 光滑 函数 . 容易 证 明 


9 _ 9p (一 t,x) 9 
9-1) ar jo az z=g(p) Ar’ » C5. 18) 
(drilow) = EE) dr, (5. 19) 
=p 


其 中 p EU. : 
设 (r,s) 型 光滑 张 量 场 5 人 


一” 二 人 “OW 5 二 四 dz 四 : .09 dz’， 
其 中 Sa € C~(U). 那么 由 (5.14),(5.18) 得 到 
DS (Pp))) = Sa (np) SE 


z=%(p) 
.W(t,7) az) p(t ,7) 
Qzrr z=%(p) az z=p Aar’ z=p 
.| OB) Bdrl, BBdr|, (5.20) 


显然 ,DB,(S(a(p))) 的 分 量 是 点 2 的 光滑 函数 , 故 B,CS) 是 与 S 同型 的 光滑 张 
量 场 . 

由 于 gw = id, 故 在 (5. 20) 式 中 让 上 一 0, 便 得 到 (5. 15) 式 . 

(2) 是 @, 的 定义 的 直接 结果 . 

(3) 为 简便 起 见 , 只 考虑 缩 并 Cl. 由 缩 并 的 定义 ,Ci(B,CS (8(P)))) 只 是 


将 表达 式 (5. 20) 中 的 元 | 与 dz", 配对 的 结果 , 即 


CHBS GB) = Si gp) :PLD 
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382 一声 工 ) .Wt x)| p(t,z) 
arr z=p(p) ar'! z=p az’ 站 
dr) | OO) 四 dz 加 … 四 da 
za az | ， ax | ， pe: 
注意 到 上 式 中 的 
df1(— 1,7) opP1 (t,x) , 9 
a | a | (dz ,a) 
_ Wi(— t,x) , pi (t,x) 
az z=g(p) D7zA -一 
-一 Pp1(t,P(— 1,7)) — O11 
dz z=p.(p) 1 7 
所 以 
CI®,(S((p)))) = Si (gp)) : 2 7) 
: 2 z=p(p) 
4 a ,PLT)| dp:(— t,x) 
3z- z=p(p) az z=p ar’ z=p 
.9 ® CO dz2 | C69 … 69 dz | 
Ax’2 p QT p p p 
= $Ci(S(g(p)))), 
即 


Ci(®D,(S)) = ,C1CS)). 
定义 5.2 设 X 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,p 是 对 应 的 单 参数 可 
微 变换 群 . 设 r 是 流 形 M 上 的 (r,s) 型 光滑 张 量 场 , 令 


prt 一 lim 下 (一 (5. 21 ) 


t—>0 1 

则 有 xz 仍 是 M 上 的 (r,s) 型 光滑 张 量 场 , 称 为 张 量 场 = 沿 着 切 向 量 场 X 的 李 
导数 . 

注意 到 在 (5. 14) 式 及 定义 5.2 中 ,只 要 是 由 半生 成 的 局 部 单 参 数 变 换 
群 就 行 了 ,但 是 叙述 起 来 要 麻烦 一 点 . 所 以 我 们 都 简单 地 假定 XX 是 对 应 于 单 
参数 可 微 变 换 群 9 的 切 向 量 场 ,其 实 和 可 以 是 M 上 任意 的 光滑 切 向 量 场 . 

定理 5.3 光滑 流 形 M 上 的 光滑 张 量 场 关 于 光滑 切 向 量 场 X 的 李 导 数 
sx 有 以 下 的 运算 法 则 : 

(1) 和 区 xz 是 线性 的 , 即 对 于 任意 的 rr E FTC ,ER, 有 

xT 十 Mr) = xT Axr,; 
(2) 设 TE 儿 WAM),r € FM), 则 
xT Ts) = xT rm tr xr,; (5. 22) 


。164 。 第 三 章 切 向量 场 


(3) 设 rE€E I 了 VM),1 二 7r 达 pp,1 二 ss 二 gq, 则 

C(xT) = Lx(C' (7T)). (5. 23) 
证 明 (1) 根据 李 导 数 5x 的 定义 ,这 是 显然 的 . 
(2) 由 定义 及 引 理 5.2 得 到 


(xT CO) zy ) ) (0 ) 

jm DT RK)) Or (R(T0))) — T(xo) Taxo) 
t—>0 t 

=lim Sr 一 GDG(r (PCzo))) 


D, (Tt, (G(xo))) 一 Tt, (Xo) 
i 


= (xT CO rz 十 zi CO cxrz)(Zo)， 
其 中 x。E€ MM, 故 (5.22) 式 成 立 . 
(3) 由 定义 及 引 理 5.2, 我 们 有 


十 T(xo) Co lim 


C(xr) = C’| lim Cs 一 
lj CD,(T)) — CT) 
0 t 
Ti 
= x(C (7T)). 
例 4 设 了 XE 如 (MM),wE€ Ai1(M), 则 对 于 任意 的 YE€ 2 (MM) 有 
(yw)(Y) = XY)) ~ wl([X,Y |). (5. 24) 


实际 上 ,w(Y) 可 以 看 成 (1,1) 型 光滑 张 量 场 了 Co w 的 缩 并 , 即 
w(Y) = Ci(Y CO w). 
由 定理 5. 3, 我 们 有 
Lx(wWY)) = Lx CIY CO w)) 
=Cl(Sx(Y ( w)) 
=CI(SxY (CO w 十 Y CO Lxw) 
一 OCSCXY ) 十 (Lxw) (Y), 
此 即 (5. 24) 式 . 
在 另 一 方面 ,(5. 24) 式 的 右 端 X(o(.)) 一 w(CLX，:]) 可 以 看 作 从 用 CD) 
到 C”(M) 的 线性 映射 ,并 且 对 于 任意 的 YE 2 (M),xE€ C™(M) 有 
X(w(Cp7)) 一 w(LX,A7]) 
一 X(CAU。w(7)) 一 wCpLX,7] Xu) :YY) 
一 和 (DJ。w(Y) 十 AN XCoY)) 一 Ap wlX,Y]) 一 和 Cow(Cr) 
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一 wk。 {(X(w(Y)) — wl([X,Y])), 

所 以 该 映射 是 C~(M)- 线性 的 . 根据 定理 5.1, 这 意味 着 XX(w(:)) 一 w([X， 
“]) 是 M 上 光滑 的 (0,1) 型 张 量 场 , 即 Sxw E A1(M). 这 再 次 证 实 了 定义 5.2 
指出 的 事实 : 李 导 数 5x 把 (0,1) 型 光滑 张 量 场 变 为 (0,1) 型 光滑 张 量 场 . 

在 3 我 们 曾经 提 到 过 ,在 光滑 流 形 上 处 处 不 为 零 的 连续 切 向 量 场 是 未 
必 存 在 的 . 在 紧 致 光滑 流 形 上 ,这 样 的 切 向 量 场 的 存在 性 蕴含 着 该 流 形 的 
Euler 示 性 数 等 于 零 . 关于 2 阶 协 变 张 量 场 ,我 们 有 下 面 的 存在 性 定理 , 它 对 于 
流 形 的 拓扑 却 没有 什么 特殊 的 要 求 . 

定理 5.4 设 必 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 m 维 光滑 流 形 , 则 在 M 上 必定 存 
在 对 称 、 正 定 的 (0,2) 型 光滑 张 量 场 . 

证 明 设 * 是 (0,2) 型 光滑 张 量 场 , 则 在 每 一 点 p € M,r(p) 是 T,M 上 
的 2 重 线性 函数 .z 的 对 称 性 是 指 :对 于 任意 的 X,Y €E T,M 有 7T(p)(X,Y) = 
tp)(Y, 久 ).7 的 正定 性 是 指 :对 于 任意 的 XET,M 有 Tt(p)(X,X) 宇 0, 且 等 
号 只 在 XX = 二 0 时 成 立 . 

如 果 (3z ) 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 在 U 上 很 容易 构造 对 
称 、 正 定 的 (0,2) 型 光滑 张 量 场 . 实际 上 ,只 要 令 


7 一 > ,dr QQ dr， (5. 25 ) 
;一 1] 
则 re F320U), 且 7 是 对 称 的 .另外 ,车 X= 二 X' 2 € TM, 则 
p 


rp)(X,X) = > (X)’>0, 
1 一 1 


且 等 号 成 立 当 且 仪 当 XX = 0. 因 此 tr 是 正定 的 . 

至 于 大 范围 定义 在 M 上 的 对 称 、 正 定 的 (0,2) 型 光滑 张 量 场 的 构 作 ,需要 
用 单位 分 解 定理 (第 二 章 ,定理 2.7). 由 于 M 满足 第 二 可 数 公 理 ,根据 单位 分 
解 定理 ,在 M 上 存在 一 族 局 部 坐标 系 {(Csz) : a E 1) ,使 得 {U。: a € 7} 是 
M 的 局 部 有 限 开 覆 盖 , 并 且 有 从 属于 开 覆 盖 {U.: a E 71} 的 单位 分 解 {h。)， 
即 :j. E CCM) ,hs 0,Supphs CU 且 》 7 三 1. 


今 
ts = > dx’ dz (5. 26) 
i=1 
- h(x) M tT (X), Vv 党 和 LA 
(hs * Ts) (Xx) = | (5. 27) 
0， vy x 多 U,，, 


则 hs。 Ts € .F832(M), 且 ht 是 对 称 的 .那么 我 们 所 求 的 张 量 场 是 
z 一 > hh 。T (5. 28) 
a€El 
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首先 注意 到 在 每 一 点 x E M, 右 端 只 是 有 限 多 项 的 和 . 实际 上 ,x 只 能 属于 有 
限 多 个 开 子 集 D。, 和 否则 会 导出 与 {U。} 的 局 部 有 限 性 的 矛盾 . 不 妨 设 该 开 履 盖 
中 包含 x 的 开 子 集 仅 有 U。,…,U。, 则 有 工 的 局 部 坐标 系 (Uiz) ,使 得 z EU 
CU 站 … 由 Us. 这样， 


7 
ty -一 > 。 Ta, 
一] 


， 一 Dy gudr (Co dz ， (5. 29) 
i,j=1 
其 中 


" Aar* art 
_ A pl 
9 2 2 2 ar’ (5. 30) 


显然 sy € C"(U), 且 gu = gr 所 以 rz 是 M 上 对 称 的 (0,2) 型 光滑 张 量 场 . 
因为 0 三 有 过 1, 2》yhs = 1, 故 对 于 任意 的 x € M 存在 指标 PE 7, 使 得 


a 


ha(x) > 0. 于 是 对 于 任意 的 XE 7T,M 有 
T(X)(X,X) 二 he(r) .ta(X)(X,X) 之 0， 
且 zr(x)(X,X) = 二 0 只 在 X= 二 0 时 成 立 , 故 r+ 是 正定 的 . 
大 是 M 上 对 称 的 .正定 的 (0,2) 型 光滑 张 量 场 , 则 在 每 一 点 ZE M,r(z) 
是 切 空间 7 上 对 称 、 正 定 的 2 重 线性 函数 ,所 以 r(z) 是 切 空间 7T,M 中 的 一 
个 正定 内 积 , 使 得 了,M 成 为 欧 氏 向 量 空间 . 在 这 个 内 积 下 , 切 向 量 X €.T,M 
的 长 度 是 


IX| = VrCZ)CXS，X)， (5. 31) 
切 癌 量 关 ,Y € TM 之 间 的 夹 角 余弦 定义 为 
r(CZ)(X ，Y ) 
COS (X,Y) 一 ~ XIIYI (5. 32) 


定义 5.3 光滑 流 形 M 上 任意 一 个 对 称 、 正 定 的 光滑 2 阶 协 变 张 量 场 称 
为 M 上 的 一 个 黎 曼 结构 . 寿 在 M 上 指定 一 个 黎 曼 结构 g, 则 称 (M,g) 为 一 个 
黎 曼 流 形 . 此 时 称 g 为 黎 曼 流 形 M 上 的 基本 张 量 场 ,或 度量 张 量 场 . 

粗略 地 说 , 黎 曼 流 形 就 是 以 光滑 的 方式 在 每 一 点 的 切 空间 上 指定 了 欧 氏 
内 积 的 第 分流 形 , 因 此 和 歼 曼 流 形 在 每 一 点 的 切 空间 是 一 个 欧 氏 向 量 空间 . 在 微 
分 流 形 上 作 大 范围 分 析 的 研究 , 仪 有 流 形 的 光滑 结构 是 不 够 的 ,通常 还 需要 在 
光滑 流 形 M 上 指定 一 个 黎 曼 结构 . 黎 曼 流 形 是 作 大 范围 分 析 人 研究 的 合适 的 舞 


人 
口 * 


如 同 在 第 一 章 § 4 关于 欧 氏 向 量 空间 中 张 量 的 讨论 ,在 光滑 流 形 M 上 指 
定 一 个 黎 曼 结构 g 之 后 ,M 上 光滑 张 量 场 的 协 变 指 标 和 反 变 指标 也 是 可 以 互 
相 转 换 的 . 所 依据 的 事实 就 是 第 一 章 的 引 理 4.3, 即 :车 g 是 MM 上 上 对称、 正定 的 
光滑 2 阶 协 变 张 量 场 ,g = gi,dzr' QW dz’, 令 (g”") 是 (gi) 的 逆 和 矩阵 , 则 g” 在 坐标 
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变换 时 遵循 2 阶 反 变 张 量 的 分 量 的 变换 规律 ,因而 *g = g” 2 @ -2 是 ML 上 
对 称 、 正 定 的 光滑 2 阶 反 变 张 量 场 , 称 为 基本 度量 张 量 场 g 的 共 罗 张 量 场 . M 
上 光滑 张 量 场 的 协 变 指标 与 反 变 指标 的 转换 就 是 将 该 张 量 场 与 g 或 *g 作 张 
量 积 ,然后 作 缩 并 的 结果 . 

例 5 设 (M,g) 是 加 维 歼 曼 流 形 ,X E 名 -(M). 任 取 M 的 一 个 局 部 坐标 
系 (U ;Xx'), 设 


日 入 | 二 XX 2 

令 X; = giX’, 

则 X; 在 坐标 变换 时 遵循 协 变 向 量 分 量 的 变换 规律 ,所 以 
a = Xdr’ 


是 在 M 上 大 范围 定义 的 1 次 微分 式 . 
很 明显 ,对 于 任意 的 v€ .2 (M) 有 
a(v) = Xv’ = gi Xv = g(X,v) 
(对 照 第 一 章 的 (4. 41) 式 ). 实际 上 ,a 可 以 表示 成 
x 一 CiCX COg) = g(X, .). 
从 1 次 微分 式 a 到 光滑 切 向 量 场 X 的 转换 是 借助 于 共 红 度量 张 量 *g 实现 
的 , 即 


X 一 CC*g ®@ 0 = giX, SS, 


及 7 一 g7X 
例 6 设 /EC CAM), 则 dj 是 M 上 的 1 次 微分 式 . 用 又 /表示 dj 按照 
例 5 所 对 应 的 光滑 切 向 量 场 , 即 


9f 9 
Vf/f= pg" J 7 (5. 33 ) 


切 问 量 场 Vf 称 为 光滑 函数 了 的 梯度 场 . 
任 取 和 X E .2 CD) , 则 
g(X,V/)=gX(Vf)'=X X Y= Xf). 


大 ET,M, 上 且 |X| 二 1, 则 上 式 可 以 写成 
X(f)= g(X, Vf(p)) = |vVf(p)| :cos 了 人 (X， VCpD))， 
所 以 , 当 Vf(p) 关 0 时 ,X( 有 ) 在 切 向 量 和 = YVJG)/YJGp)|l 处 达到 最 大 
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Ivf(p)| = | 太志 让 | 
TX ox 


由 此 可 见 , 黎 曼 流 形 CM,g) 上 的 光滑 函数 f 在 一 点 的 最 大 变化 率 是 
1Vf(p)|, 而 达到 这 个 最 大 变化 率 的 方向 就 是 函数 f 在 点 2 的 梯度 方 癌 
vf(p). 

习 帅 三 

1. ” 设 必 是 m 维 光滑 流 形 , 证 明 : 切 向 量 从 TM 是 可 定 问 的 2m 维 光 滑 流 
形 . 

2. ” 证明: 光滑 切 向 量 场 的 括号 积 L ，] 服从 下 面 的 运算 律 : 

(1) 分 配 律 

[az + bY,Z| = a[lX,Z| + olY ,2Z)]; 
(2) 反 交 换 律 
[X,Y] =— [Y,X)]; 
(3) Jacobi 恒等式 
[X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]]+ [LZ,LX,Y]] = 0, 
其 中 X,Y,Z € 人 2(M),a,b ER. 

3. ” 设 U 是 m 维 光滑 流 形 M 的 一 个 开 子 集 ,v € 这 (U). 证 明 : 在 任意 一 

点 zu ED, 必 有 zo 的 一 个 邻 域 VCU, 以 及 光滑 切 向 量 场 € 名 (MM) ,使 得 
vv = vv. 

4. ” 设 X 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 切 向 量 场 . 证明:X 是 光滑 切 向 量 场 的 

充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 的 1 E€ C™(M), 由 
(X(f))(p)= XP), VpEM 
定义 的 函数 XX(f) 是 M 上 的 光滑 函数 . 

5. 设 1:M 一 NN 是 光滑 同 胚 . 对 于 任意 的 XE 和 CUV) ,定义 映射 

f.X:C”“(N)—>C™”(N) 如 下 : 

(f,X)(g)= X(g°f)°f', VgEC*N). 
证 明 : 
(1) f;,X 是 N 上 的 光滑 切 向 量 场 , 并 且 f,XX 与 是 f- 相关 的 ; 

(2) 上 面 给 出 的 映射 f/，: 2i(CVM) 一 这 (N) 是 李 代 数 的 同 构 . 

6. ” 设 M,N 是 光滑 流 形 ,M CCN, 上 且 包含 映射 i:M 一 入 是 NN 的 嵌入 于 
流 形 .假定 XE 人 %(N), 并 且 对 于 每 一 点 p E M,X(p) € i,,(T,M). 证 明 : 切 
向 量 场 和 在 M 上 的 限制 是 M 上 的 光滑 切身 量 场 . 

7. 设 5:.R 一 R 是 由 :一 给 出 的 光滑 映射 . 证明: 不 存在 光滑 切身 量 场 
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Y E :27(R) ,使 得 各 和 了 是 更 相关 的 。 

8. 设 p:M->N 是 嵌入 子 流 形 , 且 pCWM) 是 入 中 的 闭 子 集 . 证 明 : 对 于 
任意 的 光滑 切 向 量 场 XE .2 (CM), 必 有 光滑 切 向 量 场 了 YE .2CV) ,使 得 了 和 
XX 是 gp- 相关 的 . 

9. 设 p: M->N 是 单一 的 浸入 子 流 形 ,XE .2CV) ,并 且 在 每 一 点 如 E 
M,X(g(p)) E p(T,M). 证 明 : 存 在 人 XE€ 2CVM) ,使 得 和 和 祥 是 因 相 关 的 . 

10. 设 p: MN 是 光滑 映射 ,XX € (CM). 假 定 在 9(p) = qlq) 时 ， 

po (XP)) = 9 (X(9)). 
问 :在 N 上 是 否 存在 光滑 切 向 量 场 Y, 使 得 Y 和 XX 是 9 相关 的 ?说 明理 由 . 
”11. 设 41,4; 是 在 R 上 由 第 二 章 $1 例 2 给 出 的 两 个 光滑 结构 , 命 M; = 
(R,4,) ,i 二 1,2. 定义 映射 :Mi -> M;, 使 得 g(t) = .证 明 :p 是 C™~- 映射 ,但 


是 不 存在 YE %CM,) ,使 得 各 E 名 (M1) 与 7 是 相关 的 . 
12， 设 在 R* 中 给 定 3 个 光滑 切 向 量 场 


求 LX,Y],[Y,Z] 和 [2Z,Xj]. 

13， 设 X 一 y 充 一 了 训 是 R* 上 的 光滑 切 向 量 场 . 求 X 所 生成 的 单 参 
数 变 换 群 . 

14. 设 f:M->NN 是 光滑 映射 .假定 XE 人 H(N),YE€E 多 (MM), 有 日 Y 与 
X 是. 广 相 关 的 切 向 量 场 .证 明 : 若 7Y() 是 Y 的 积分 曲线 , 则 7。Y(z) 是 X 的 积 
分 曲线 . 

15. 设 pt,zy,y) 二 (ze”,ye”), 其 中 4,p 是 常数 .证 明 {9) 是 R 上 的 单 
参数 变换 群 ,并 求 它 的 诱导 切 向 量 场 . 

16. 设 R 在 M= 了 R: 上 的 作用 04z,y) 定义 为 

lzy) 一 OZzyy) 一 (zcos H+ ysin M,C— rsin 4 十 ycos Yi), 
其 中 4 是 常数 .证 明 0:R x Ri 一 R? 是 作用 在 R? 上 的 单 参数 变换 群 ,并 求 它 
的 诱导 切 问 量 场 . 

17. 设 M= GL(2,R). 定 义 R 在 M 上 的 作用 为 


9 4) = | | .4 vAEM, 
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证 明 :这 是 作用 在 GL(2,R) 上 的 单 参数 变换 群 ,并 求 它 的 诱导 切 向 量 场 

18. 设 和 一 之 志 是 R 上 的 光滑 切 向 量 场 (这 里 习 是 指 zx 的 平方 ), 求 区 
所 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 

19. ”针对 图 21 中 给 出 的 具有 各 种 指标 的 平面 向 量 场 奇 点 ,各 写 出 一 个 
向 量 场 的 表达 式 , 并 求 出 它们 的 局 部 单 参数 变换 群 

20. 设 上 :1M 一 和 是 光滑 映射 ,XE GT,7E 人 (N). 证 明 :Y 了 入 
是 -相关 的 , 当 且 仅 当 由 X,Y 分 别 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 {nq) 和 《水 } 满足 


fF» a(p) = yy ° Fp), 
只 要 上 式 两 边 在 (i,p) € R x M 处 有 定义 . 
21. 设 /:M-~N 是 光滑 上 映射 ,和 ,> 和 和 ,了 分 别 是 V,M 上 彼此 广 相 
关 的 光滑 切 向 量 场 .证 明 : 李 导数 SxY 和 经 xy 也 是 f- 相关 的 . 
22. 设 X7YE (CNMN) 证明: 
rxy] = Lx ° Hy — yo Lx. 
23. 设 {p;ei(p)} 是 定义 在 开 子 集 U C M”" 上 的 光滑 切 标 架 场 , 令 
Lee) 一 CijEh 9 
其 中 必 是 以上 的 光滑 函数 . 设 X,7 E .2r(U) ,其 表达 式 为 
X= Xie, Y= Ye,, 
证 明 : 
LxY = (X(Y) — aY Ne,, 
其 中 
0 = e,(X') — Xt’cs. 
24. ”证 明 :; 对 于 任意 的 X,Y € 缀 (MM),f E€ C~(M) 有 
xty =Lx + Ly 
pxY =f. LxY — Y(f).X. 


25、 设 (x,y) 是 R* 上 的 坐标 系 ,x 一 开 训 ,一 如 十 六 总 .求人 xY 关 
于 充 ' 训 的 表达 式 . 设 u = 二 zx,v = 二 z+ 十 y 是 R* 上 的 坐标 变换 , 求 人 xY 关于 之 ， 
过 的 表达 式 ， 

26. 举例 说 明 : 对 于 给 定 的 YE€ .2 (MD) , 李 导数 (SexyY)(2) 依赖 于 切 向 
量 场 X 在 点 的 邻 域内 的 值 ,而 不 只 是 与 切 向 量 场 X 在 点 的 值 有 关 , 即 : 设 


X,X ECM), 且 Xp) = (pp) ,是 (SxY)(p) 和 (SxY)(p) 未 必 相 同 . 
27.“ 设 :MN 是 光滑 同 胚 . 证明: 
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太 (LxY) = Lj xCF 7). 

28. 设 志 是 定义 在 开 集 CCC M) 上 的 hh 维 光滑 分 布 .证 明 : 任 给 一 点 p 

EU 及 切 丫 量 v €E (pp), 必 有 的 一 条 积分 曲线 7Y(1) ,使 得 
7(0) = p, 7Y'(0)=w. 

29. ”证 明定 义 4.6 和 定义 4.6' 的 等 价 性 . 

30. 设 49} 和 {y,} 是 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 两 个 单 参数 可 微 变换 群 ， 
人 ,YE 训 (M) 是 它们 所 诱导 的 切 向 量 场 .证 明 : {9) 和 ({y,} 在 M 上 的 作用 是 
可 交换 的 当 且 仅 当 [X,7Y] = 0. 

31. 设 X,…,X; 是 定义 在 开 集 U (CM) 上 的 h 个 处 处 线性 无 关 的 光滑 
切身 量 场 . 假定 这 个 切 向 量 场 满 足 条 件 

[X.,Xs]=0,，1<a,p<h. 

证 明 :在 每 一 点 p EU ,存在 局 部 坐标 系 (V ;y) 使 得 p E VCCU, 并 且 


X= 1<a<h. 


32. 变 49} 是 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 单 参 数 可 微 变换 群 ,X € 2-(M) 
是 它 的 诱导 切 向 量 场 . 设 
BD,: Ti(g(r)) > T(r), VrEM, 
如 (5. 14) 式 所 定义 .证 明 : 
(1) ®, .B= D8 = 9,,: Tg,(r)) > T?(z); 


CD) 抽 | (BD 一 B(xr) = x(B), 其 中 t 是 M 上 的 (p,q) 型 光滑 


张 量 场 . 
33. 议 49} 是 作用 在 R" 上 的 单 参数 可 微 变换 群 ,X 是 它 所 诱导 的 切 向 
量 场 .证 明 : 
J (并 ) = SCPC 并)) 
是 偏 微分 方程 


af "vs. of 
tT) 一 x (x) I (tT) 


f(0,7) = g(x) 
的 解 , 其 中 g € C™(R”). 
34. ” 求 下 列 方程 的 解 ; 
| af _ 9f -9 


f (0,7x,y) = ysin > 
35. 证 明 : 由 (5. 14) 式 给 出 的 映射 更 : T?(7Y,(1)) ->T2Cz) 与 局 部 坐标 
系 (U ;Xx') 的 选取 无 关 . 
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36. 设 族 ,…,f,,7r 达 nn, 是 定义 在 开 集 U CM 上 的 7r 个 光滑 函数 .证 明 : 
次 数 1 ，…,f; 能 够 作为 点 p EDU 的 某 个 邻 域内 的 坐标 函数 的 组 成 部 分 的 充分 
必要 条 件 是 df ,… ,dj; 在 点 2p 是 线性 无 关 的 . 

37. 设 

wl 一 Zidzl + rdr’, 
w= xdr' + ridr’ 
是 R: 上 两 个 余 切 向 量 场 . 求 w 和 ow 彼此 线性 无 关 的 区 域 ,并 在 该 区 域内 求 
{ww ) 的 对 偶 标 染 场 . 
38. ”仿照 定理 5. 1 直接 证 明 : 若 
56: HM) X HM) 一 CCM) 
是 一 个 2 重 线性 的 C” (MD)- 线性 上 映射, 则 BB 在 MM 上 确定 了 一 个 光滑 的 2 阶 协 
变 张 量 场 ,使 得 对 于 任意 的 ,YY € 2 (CNM) 有 
(BX,Y))p) = BXC(p)Yp)), VpEM. 
39. 设 
op:H(M)— .2M) 
是 C” (MD)- 线性 映射 , 即 9 是 线性 映射 ,并 且 对 于 任意 的 1 EC”*(M) 及 XE 
2 CAM) 有 
pf .X) 一 三 .PC(X). 
证 明 :9? 在 M 上 确定 了 唯一 的 一 个 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 2, 使 得 
PKX,a) = a KX))), Va€E A(M), XEN(M). 

40. 设 Y:S2CV) 一 2 (CNM) 是 C™”(M)- 线性 上 映射 .对 于 任意 的 XE 

入 (M), 令 
(Exp (Y) = [X,PY)] 一 PLX7])，VY7E 2 (M). 
证 明 : 上 映射 丝 x9? : .2 一 :20M) 是 C~(M)- 线性 的 . 
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外 微分 式 和 活动 标 架 是 下 . Cartan 成 功 地 用 于 微分 几何 研究 的 有 力 工具 . 
上 . Cartan 还 系统 地 研究 过 外 微分 方程 组 . 现在 所 称 的 Cartan 一 Kihler 理论 就 
是 关于 外 微分 方程 组 的 可 积 性 理论 ,是 微分 方程 理论 的 重要 组 成 部 分 ,尤其 是 
在 微分 几何 学 及 几何 控制 理论 中 有 广泛 的 应 用 . 

本 章 的 目的 是 介绍 微分 流 形 上 关于 外 微分 式 的 基本 概念 ,以 及 外 微分 式 
的 外 微分 运算 和 积分 的 理论 .通常 所 说 的 流 形 上 的 微 积分 ,主要 是 指 外 微分 式 
的 理论 . 由 于 外 微分 式 、 外 微分 的 应 用 十 分 广泛 ,我 们 只 限于 介绍 基本 概念 、 运 
算 和 基本 理论 ,希望 为 它们 今后 在 各 方面 的 应 用 打下 坚实 的 基础 . 


831 外 微分 式 


在 第 一 章 5 ,我们 已 经 把 定义 在 向 量 空间 上 的 反对 称 > 重 线性 函数 ， 
即 反 对 称 - 阶 协 变 张 量 称 为 也 上 的 ~ 次 外 形式 . 所 谓 的 外 微分 式 就 是 指 光 滑 的 
外 形式 场 . 

定义 1.1 设 M 是 m 维 光滑 流 形 . M 上 一 个 光滑 的 反对 称 > 阶 协 变 张 量 
场 称 为 M 上 的 一 个 > 次 外 微分 式 . 

M 上 全 体 - 次 外 微分 式 的 集合 记 作 4"(CM). 由 于 外 微分 式 的 反对 称 性 , 当 
次 数 7 二 m = dimM 时 ,该 外 微分 式 必 为 零 . 所 以 非 零 外 微分 式 的 次 数 > 必 在 
1 和 mx 之 间 . 为 方便 起 见 , 规 定 0 次 外 微分 式 就 是 M 上 的 光滑 函数 , 即 4o(CM) 
二 C~(M);1 次 外 微分 式 就 是 1 次 微分 式 . 

设 *E A"(M). 根 据 定义 ,在 每 一 点 p € M,r(p) 是 切 空间 T,M 上 的 一 个 
反对 称 r 重 线 性 函数 . 设 (U ;zx') 是 点 p 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 {dx') 是 余 切 空 
间 Ty M 的 基底 , {dz 人 … A dx :1 志 二 二 … 过 i 之 m}) 是 7 次 外 形式 空 
间 人"T; AM 的 基底 ,因此 rl, 能 表示 成 


to = Ti i dT 和 机 人 dx",， (1. 1) 
9 9 
其 中 ,0 
>» Cie T DZ 9 9 A . (1 2) 


瀛 量 场 + 的 光滑 性 就 是 指 r 的 分 量 式 .… 是 光滑 函数 , 即 5.，E€ C~(U). 由 于 +t 
的 反对 称 性 ,分 量 Ti i, 关于 下 指标 11 °° Ly 是 反对 称 的 》 因此 
rlp 一 > mdza A MN dx. (1. 3) 


如 同一 般 的 光滑 张 量 场 ,外 微分 式 也 可 以 描述 为 -CM) 上 的 多 重 线性 
映射 ,其 值 是 M 上 的 光滑 函数 . 
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设 rE 4 or E 2, 则 有 M 上 的 函数 rr) ,定义 
为 : 
(ro )(D) = TP VP) ,vp)), VpEM. (4.4) 
很 明显 ,也 数 rt(v,…,v,) 是 光滑 的 . 实际 上 , 取 以 的 局 部 坐标 系 (U ;zx ), 则 |v 
有 局 部 坐标 表达 式 (1. 3), 其 中式 .…; € C™~(U), 并 且 切 向 量 场 v; 有 表达 式 
vilv = vA 0, 
OZ 
其 中 v = vi(X') EC CI) ,因此 


rw) lo = > ridr Me MN drr(vi,e ,Vv,) 


1<i < <i Sm 


v1 Ul 
一 > ， Di, : : (1. 5) 
1 < <m . . 
UY UV 


(对 照 第 一 章 8 5, 推论 5.5), 即 tCvi,… ,wv,) 是 光滑 函数 . 

(1.5) 式 称 为 外 微分 式 7 的 求 值 公式 , 它 清楚 地 表明 外 微分 式 t 对 于 每 一 
个 目 变 量 是 C” (MD)- 线性 的 , 即 对 于 任意 的 EC™(CM) 有 

ro Oa UVa 一 了 * TV ,VV,), (1. 6) 

其 中 1 三 4 过 x. 

反 过 来 ,作为 第 三 章 》5 定理 5.1 的 直接 推论 ,我 们 有 

定理 1.1 设 

tc: HM)X: XHRM)—>C™M) 


是 反对 称 的 r 重 线性 映射 ,并 且 对 每 一 个 自 变 量 是 C™(M)- 线 性 的 , 即 :对 于 任 
意 的 1 三 4 过 7, 任 意 的 EC”CM), 以 及 任意 的 vi ,…,v, E 2 (M),(1.6) 式 
成 立 . 则 z 在 每 一 点 ZE M 以 光滑 的 方式 指定 了 一 个 r+ 次 外 形式 ,使 得 rt 恰好 
是 这 > 次 外 微分 式 通过 (1. 4) 式 所 定义 的 映射 . 

根据 第 三 章 定 理 5. 1 的 证 明 ,映射 zx 有 局 部 性 , 即 对 于 定义 在 任意 的 开 子 
集 U C M 上 的 7 个 光滑 切 向 量 场 vi,…,v, € 党 (U),rt(vi,…,v,) 是 有 意义 
的 ,有 目 TCvi,…,v,) €E C™(U). 这 就 是 说 ,r 次 外 微分 式 z 可 以 在 局 部 定义 的 切 
向 量 场 上 取 值 . 

作为 定理 1.1 的 应 用 ,考虑 下 面 的 例子 : 

例 1 设 MM 是 m 维 光滑 流 形 ,a E A1CM). 从 a 诱导 出 如 下 的 映射 

a: HM) X FM) —> C™”M), 
其 定义 是 :对 于 任意 X,Y € 2 (MM), 令 
a(X,Y) = X(a(Y)) — Y(a(X)) — a([ X,Y]). (1.7) 
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显然 ,A(X,Y) E C™(M), 且 4 是 反对 称 的 , 即 
a(X,Y) =— a(Y,X). 
任 取 f € C™~(M), 则 
a(f . X,Y) 
= f. XC(alY)) — Yl(alf . X)) — a([f . X,Y]) 
= f .XC(al(Y)) — YC(f .a(X)) — a(f . [X,Y] — Y(f) .XX) 
= f. X(a(Y)) — Y(f) .a(X)— f.Y(a(X))— 
f .al([X,Y]) ++Y(f) .a(X) 
= f. {X(a(Y)) — Y(a(X)) — a([X,Y])) 
= f. al(X,Y). 
利用 a 的 反对 称 性 得 到 
a(X,f .YY)=— a(f.Y,X) 
=— f.a(Y,X) = f.a(X,Y). 
所 以 ,根据 定理 1.1,a 是 流 形 M 上 的 一 个 2 次 外 微分 式 . 
如 例 1 前 面 的 注 记 所 述 , 映 射 < 可 以 在 局 部 定义 的 切 向 量 场 上 求 值 ,因而 
可 以 导出 a 的 局 部 表达 式 . 设 (U ;zx') 是 局 部 坐标 系 ,假定 


cy 一 wd， (1. 8) 
其 中 4 二 a 3 | 网 
a 翅 
“| ar’’ az’ 
起 | 中 区 由- 动 | 中 直路 [区 翅 ] 
ar’ az!’ az dz az az7 
al qi 
rr Qz; 
这 样 ,2 次 外 微分 式 a 的 表达 式 为 
-1-13a 9 | 
al|r = 一世” 志 , 基 |dz A dz; 
1 dj _ | i J 
2\ar’ Qz7 dr A dz 
qr A dx. (1. 9) 
OZ 


在 下 一 节 会 看 到 ,这 里 所 定义 的 “恰好 是 1 次 微分 式 a 的 外 微分 de( 对 照 $ 2 
的 (2. 2) 式 和 (2. 15) 式 ). 

r 次 外 微分 式 的 加 法 以 及 与 光滑 函数 的 乘法 在 7 次 外 微分 式 的 空间 
A"(M) 中 是 封闭 的 .我 们 已 经 定义 过 两 个 外 形式 的 外 积 (第 一 章 § 5) ,于 是 两 
个 外 微分 式 的 外 积 可 以 定义 为 它们 逐 点 作 外 积 的 结果 . 这 样 ,如 果 PE 
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A (MyE A (CM), 则 pA YE A™’(M). 换 句 话 说 ,关于 外 形式 的 代数 运算 全 
部 可 以 搬 过 来 作为 外 微分 式 的 代数 运算 . 

定理 1.2 设 MM 是 mm 维 光滑 流 形 , 设 ACM) 下 A'(M). 则 在 ACM) 中 有 
加 法 、 数 乘法 和 外 积 等 运算 ,它们 具有 分 配 律 、 结 合 律 和 反 交 换 律 ,因而 使 
ACM) 成 为 一 个 外 代数 . 

一 般 说 来 ,4(M) 是 一 个 无 限 维 的 外 代数 . 

在 讨论 光滑 切 癌 量 场 的 时 候 , 我 们 曾经 指出 : 吞 f : M 一 入 是 从 光滑 流 形 
M 到 六 的 光滑 映射 , 则 在 每 一 点 p € M 有 切 映 射 六 :7T5M 一 人 roN, 但 是 对 
于 光滑 切 向 量 场 XE .20CM) , 广 和 未 必 是 有 意义 的 ,因而 未 必 是 N 上 的 光 清 
切 向 量 场 ( 因 此 有 必要 引进 M 和 N 上 的 光滑 切 向 量 场 的 广 相关 性 的 概念 , 参 
看 第 三 章 ,定义 2.3). 对 于 光滑 的 协 变 张 量 场 ,情况 就 完全 不 同 了 . 在 这 里 ,我 
们 只 讨论 外 微分 式 . 

第 一 章 的 定义 5.5 给 出 了 由 问 量 空间 之 间 的 线性 映射 诱导 的 、 在 对 应 的 7 
次 外 形式 空间 之 间 的 线性 映射 ,将 它 用 于 切 映射 1 : TM 一 人 rowN 则 得 到 
诱导 映射 

f*° : A'(TH,N) >A TM), 
即 :对 于 任意 的 PE ATCGTKDN) 及 vi,*…*,v, € 7T,M, 令 
f* pv 0) = Pf v1, fv,). (1. 10) 

如 果 9g € A"(N), 则 对 于 任意 一 点 Pp E€ M 以 及 任意 的 7 个 切 问 量 v，,…， 
v, € T,M, 上 式 仍 然 是 有 意义 的 , 且 f*9 是 反对 称 的 , 因此 f* 9(p) 
EA (TYM), 即 f*9 是 M 上 的 7 次 外 形式 场 .现在 要 验证 外 形式 场 广 92 是 光 
滑 的 .为 此 , 设 (Cz) 是 点 上 EM 的 局 部 坐标 系 , (7 ;yy") 是 点 1(p) EN 的 局 
部 坐标 系 , 且 /DZ) CV, 于 是 映射 f 的 局 部 表达 式 是 


y = f*(x!,* ,7X”) E C™(U), (1.11) 
其 中 1 三 a 三 n= dimNN. 切 映射 f, 在 自然 基底 上 的 作用 是 
: 9 oaf” 9 
六 | 过 |= a By (1. 12) 


假定 pE A(N) 的 局 部 表示 是 
gly = 二 旬 .dy MN A dy ， (1. 13) 


其 中 


| C C™(V), 
Vr 
且 设 
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f*9lv = Rd 人 … 人 dz (1. 14) 
则 : z 
9 =/"q| tt | 
-7 到“ 基 
= 二 GDdaom A Ady| 帮 |[ 吉 |,…,f[ 半 | 
=(¢.,. . 3， 2 (1. 15) 


由 此 可 见 ,8.… € C™(D0), 即 f*q 是 7 次 外 微分 式 . 
将 (1. 15) 式 代 入 (1. 14) 式 得 到 


广 gl 一 (sa 及， .Ara A A de .14) 


dz Qz… 

由 此 可 见 , 将 PE A"(N) 利用 映射 了 拉 回 到 MM 上 成 为 f*9p€ A (M), 在 局 部 
上 就 是 将 映射 /的 局 部 表达 式 y = 二 产 (z!，,…,x”) 代入 9 的 局 部 表达 式 (1. 13) 
的 结果 . 

定理 1.3 设 M,N 分 别 是 m 维 ,n 维 的 光滑 流 形 ,f : M -> 入 是 光滑 映 
射 , 则 由 (1. 10) 式 给 出 的 诱导 映射 

f*:A'(N)—> A'(M) (0 过 rn) 
是 线性 的 , 且 f* 与 外 积 可 交换 , 即 对 于 pE 4A'(N),y E€ A:(N) 有 
f(gpAV)=f "oA fyY. (1. 16) 

证 明 ”诱导 有 映射 广 的 线性 性 质 是 明显 的 ,f* 与 外 积 的 可 交换 性 是 逐 点 
运用 第 一 章 定 理 5. 6 的 结果 . 

诱导 映射 六 可 扩充 成 映射 

f* :A(N) = 由 4 CN) ~ AM) = 由 4CM)， 

定理 1. 3 意味 着 ,/ 是 从 外 代数 4CN) 到 4(CMW) 的 同 态 . 

例 2 设 S 二 = {(z,y,z) EE Ri,z 十 十 zz 二 1) 是 Ri 中 的 单位 球面 ， 
用 71: S* 一 R’ 记 包含 映射 .dz,dy,dz 是 Ri 上 的 1 次 微分 式 ,dz 人 dy,dy Adz 
是 R "上 的 2 次 外 微分 式 , 因 此 i*dzr,i*dy,i* (dx 人 人 dy) (dy 人 dz) 都 是 S? 
上 的 微分 式 .我 们 要 用 S? 的 局 部 坐标 系 将 它们 表示 出 来 . 

在 %” 上 取 第 二 章 $1, 例 3 所 给 出 的 坐标 覆盖 ,以 (UT ,9 ) 为 例 ,此 时 

Ui = ((x,y,z) €E S: :zx < 0), 
HG (XY 2Z) = (yzZ), (Tr,y,2) EUI. 

将 R 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标记 为 (4,v), 则 映射 gi 就 是 
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U 一 y， 一 之 。 
因而 包含 映射 1 : U7 一 及 :成 为 

i(uv) = (— V1l— uv ,u,v), 
其 中 xp) € Gr (U7). 所 以 


idz 一 一 dQV1L 一 性 一 太一 1 du 十 vdv)， 
/i 
“1*dy = du, 
i* (dr Ady)=i*drAidy=—— dxuA\dv 
Vl—u— wv 


i*(dy A dz)=1i*dy Ai*dz= du A dv. 

请 读者 将 这 些微 分 式 在 坐标 卡 (U2z ,gz ) 上 表示 出 来 . 
例 3 设 5 = 二 {((z,y)ER :十 二 1) 是 R* 上 的 单位 圆周 .用 i :SS 
阅 R* 表示 包含 映射 ,于 是 Xx。i,y。i 都 是 S' 上 的 光滑 函数 , 且 满 足 恒等式 
(T°1) 二 (yy°2)’=1. 
对 上 式 进 行 微分 (参看 第 二 章 § 3, 例 5) ,我 们 有 
(Zez) dz。 十 (ydCy。7) 
二 7* (zzdz 十 ydy) 一 0. 

由 此 得 到 定义 在 S' 上 的 1 次 微分 式 a, 其 定义 是 : 当 zx。i 关 0 时 ， 


dy 
大 oo7 
当 y。z 和 天 0 时 ， 
i* dz 
QO 一 一 -。 
yy»°1 


硅 取 S 上 的 一 段 开 弧 ( 不 是 整个 圆周 ) , 则 将 zx。i,y。i 限 制 在 该 圆 了 法 上 能 

表示 成 
XX°1= cos 0， y°1 = sin 0, 
则 微分 式 a 成 为 
. a 一 d0. 

注意 :在 整个 圆周 9%: 上 不 存在 这 样 的 光滑 函数 0. 

作为 外 微分 式 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 m 维 光滑 流 形 的 可 定向 性 的 一 个 判 
别 条 件 . 

定理 1.4 设 必 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 m 维 光滑 流 形 , 则 MM 是 可 定 问 的 
当 且 仅 当 在 MM 上 和 存在 一 个 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 式 . 

证 明 在 第 二 章 3 6,1° 已 给 出 可 定向 光滑 流 形 的 定义 .光滑 流 形 MK 称 
为 可 定向 的 ,如 果 存 在 以 的 一 个 容许 的 坐标 卡 集 {(U。,9)), 使 得 {U。) 是 MM 的 
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覆盖 ,并 且 当 Un Vs 天 2 坐标 变换 
fp ° : .Us 和 人 一 多 人 (| Up) 
的 Jacobi 行列 式 是 正 的 
现在 M 满足 第 二 可 数 公 理 , 不 妨 设 上 述 开 覆 盖 {U。) 是 局 部 有 限 的 ,根据 
单位 分 解 定理 ( 第 二 章 8$ 2) ,存在 从 属于 {Us} 的 单位 分 解 {h.) ,其 中 h。€ 
C™(M),0<h 1,Supph, CU 上 且 >) 凡 三 1. 
对 于 XEU 记 
1 0 X= (GT) 1 iZm. 
t= dr! 人 .… A dz”, (1.17) 
则 r。E A™(U.,). 我 们 要 用 单位 分 解 {4 小 把: 定义 在 人 上 的 到 交 从 筑 
分 式 . 令 i . 
hAX) 。 TD Vz EU 


。 ee. 
Ch 5) (7) = fst yzr&U. 二 机 1 
由 于 Supphs。 CU 所 以 h。*， TE€ 4”(M). 再 令 … 人 

r= hsv. (1. 19) 


由 于 {U,) 的 局 部 有 限 性 ,右边 在 每 一 点 的 邻 域内 只 是 有 限 项 的 和 ,因此 € 
A”(M). | 

现在 不 难 证 明 r 是 处 处 不 为 零 的 w 次 外 微分 式 . 任 取 x € M, 则 由 覆盖 
(U,) 的 局 部 有 限 性 可 知 在 计生 关中 再 多 有 有 限 多 个 成 员 包 全 x, 不 妨 设 含有 
点 工 的 成 员 是 U。,…， “… 取 点 工 的 邻 域 V CCU。 Nw ND, .于 是 


rlv = Dh,: (dzl 人. A de ). 


由 于 hs 辫 0， > (ZX) 二 1, 不 妨 设 h(x) > 0. 将 rv 用 局 部 坐标 必 表达 出 
来 .在 U。 N Ue 上 有 时 


根据 流 形 M 的 可 定向 性 假定 ,此 处 Jacobi 行列 式 
Q(z! se sx) 


9CZa 2 ) >0， 
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所 以 
7 9(Zu ， 机 ,Te ) 
ry 一 1 


其 系数 在 点 工 的 值 为 
~ Axa »** * ,Xe ) 
他 ja 人) 。 和 人 之 有 , (Zz) 0， 
即 z 在 M 上 处 处 不 为 零 . 
反 过 来 , 设 * 是 光滑 流 形 M 上 处 处 不 为 零 的 m 次 外 微分 式 . 我 们 断言 :在 
每 一 点 p € MM, 必 有 局 部 坐标 系 (U ;zs) ,使 得 U， 是 点 之 的 连通 邻 域 , 且 
tv, = a,dzrs 人 … 人 dzz， (1. 20) 
其 中 a 是 U, 上 的 正 值 光滑 函数 . 实际 上 ,m 次 外 微分 式 *|v, 必定 能 表 成 (1. 
20) 式 , 其 中 av € C™(U,). 由 于 tly 处 处 不 为 零 , 故 a 无 零点 ,因此 a 在 连通 
开 集 U, 上 有 定 号 . 如 果 a, >0, 则 该 局 部 坐标 系 就 是 我 们 所 要 的 .如 果 a 到 0， 
则 只 要 把 坐标 国 数 zx 添 一 个 负 号 ,在 这 新 的 局 部 坐标 系 下 便 有 av 盖 0 了 . 
该 断言 说 明 ,我 们 能 取 M 的 一 个 坐标 覆盖 {(U,;x)), 使 得 
rly 一 adzs 人 … 人 人 dz， 
其 中 ao. EC” (CU , 且 a>0. 当 Un os 夫人 好 时 ， 
zjvnus 一 Cdze 人 … 人 dz” 
一 Qpdzh 人 … 人 dz8 
一 Qp Te 0 
因此 ,在 U。 [1 Us 上 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 是 


9 Tl 9 9 m Ur 
A Ea = ->> 0. 
A(Xa,*** 2 ) Up 


由 此 可 见 M 是 可 定向 光滑 流 形 . 
例 4 单位 球面 S”" 上 的 一 个 处 处 不 为 零 的 n 次 外 微分 式 . 
设 


dz! 和 人 机 入 dx”， 


S"*= {r,t) ER > (y=1), 
用 i: 5" 一 Rt! 记 包 含 映 射 .考虑 R"''! 上 的 次 外 微分 式 
0 一 > 一 1)' "izxidzrx! 人 … 人 dz 人 。…。 人 dz (1. 21) 


我 们 要 证 明 启 “是 球面 8: 上 处 处 不 为 零 的 次 外 微分 式 ,因此 5S" 是 可 定向 流 
形 . 
为 此 , 取 5S" 的 一 个 坐标 域 
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Uri = (rly) ES": rt! > 0}. 
设 R" 中 的 坐标 是 (6 ,… ,外 ), 则 坐标 映射 9 : U1 一 及 "为 
(€1,... ,6€") 一 Giri ,Tt ) 一 (Ze ,XT” ) ， 
显然 ,Ui! 在 8+1 下 的 象 集 是 R" 中 的 单位 实心 球 
D= {(€1,%,6) ER >)(E): < 1). 
& 一 1 
用 乡 记 gH 的 道 映射 , 则 y :DD 一 5S" 的 表达 式 是 


这 样 ,zclur ,的 局 部 坐标 表达 式 是 


. . 9 


9 1 和 nn 
着 , 吉 | 上 和 人 人 dé 》 (1. 23 ) 


其 中 


xx | 9 
J*i*o EE 


i | 高 | 六] 


= DC Dx) dr A A dr A 


人 dx"!! 7 册 ， i 志 |， (1. 24) 
由 (1. 22) 式 得 到 
. 9 I ar 9 9 XxX” 9 
SAE (1. 25) 
所 以 对 于 1 三 a 三 nn 有 
dx! 人 ea 人 ds 人 ae 人 dx"t! 7 y 1’ ,Ls. 各 | 
1 人 a nl1 9 9 9 
一 dzl 人 .人 dze A A dzn+ 了 TT i ,让 | 
一 (一 1)"+°t! Ti (1. 26) 
另外 用 (1. 25) 式 代 入 得 到 
dx! 和 人.… 人 de 由 |= 1 (1. 27) 
因此 : 
. 9 
Yio 二 ,二 | 


一 (_ nn 二 1 - 加 a 十 1 ra 。 _ n 十 a 十 1 TX 
(— 1)"z to De = 


n 二 1 
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= 当头 0 
故 
yiro=— genA...Ade (1. 28) 


[1 — >) (6 
在 Vs+i 内 处 处 不 为 零 . 在 别 的 坐标 域 上 的 推导 是 类 似 的 . 
上 面 的 计算 可 以 简化 .从 (1. 22) 式 得 到 
dx” =dé", 1 三 a 达 ， 


一 > ,ésdée 


[1— D8) 
B=1 
所 以 


yi1*o= J*7*((— 1)"r"tidr!t 人 … A dr” 


dx”"t+! 一 


十 > ， (一 1)“ 汪 1Zzedzl 人 … 人 dz 人 A … A dz 一 1) 
a 一 1 


(一 1)7(CZ ob)d6 和 A… A dé” 


， 一 > /6pd8p 
十 > (一 TI6d6 A 人 ds A 和 Ad6 人 B=1 


11— >) és) 
B=1 
一 (一 | 1 _ >) (68)2d 人 6 人 sse 人 dé” 
B=1 


> ， CN) je 和 人 人 … 人 de 
1 一 > (és)? 
B=1 
= (— 1)" l dé A … 人 de 


1 一 >) (€): 
p=1 
当 n 二 1 时 ,o == zidxz? 一 xidxl. 不 难看 出 i*o 恰好 是 例 3 中 所 定义 的 1 
次 微分 式 a. 
例 5 RP' 可 以 用 两 个 坐标 域 覆 盖 住 (参看 第 二 章 § 1, 例 4) ,它们 是 
LU 一 (人 Lzy)]: (zy) ERIN(O) 天 0)}， 
LU 一 (人 LCzy)]j: (zy) ERN(0),y 天 0)}. 


在 Vi: 上 取 坐 标 函 数 


6 一 立 ， 
化 
在 w: 上 取 坐 标 函 数 
& 一 工 
2 y 
在 Ui (1U。 上 有 坐标 变换 
一 二 
é, = &€,” 
其 微分 为 
dé, 
de = 一 了 
为 一 方面 
2 ] “1 十 经 
1 十 如 二 1 十 E32 St 
所 以 
de dé, 


1 十 名 1 十 久 : 
这 就 是 说 ,在 RP! 上 有 处 处 不 为 零 的 1 次 微分 式 a, 使 得 


2 
1 十 和合 ， 

a] 
2 1 十 名 


所 以 RP' 是 可 定向 流 形 , 它 的 定向 相符 的 坐标 覆盖 是 { (U1;6,), (Us; 一 名) 

例 6 设 (M,g) 是 n 维 有 向 的 黎 曼 流 形 ,(U;x') 是 MM 的 定向 相符 的 局 部 
坐标 系 . 记 
(1. 29) 
则 

Q= VCdzlA… 人 dz (1. 30) 

是 在 M 上 大 范围 定义 的 x 次 外 微分 式 ( 习 题 四 ,第 1 题 ), 其 中 G = det(g;). 很 
明显 ,0 处 处 不 为 零 , 称 为 黎 曼 流 形 (M,g) 的 体积 元 素 . 
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在 $ 1 我 们 已 经 介绍 了 外 微分 式 的 空间 4CM) = 由 4-CM) 中 的 代数 运 
算 :加 法 、 数 乘法 和 外 积 ,使 它 成 为 一 个 结合 代数 . 在 本 节 我 们 要 讲 作 用 在 外 微 
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分 式 上 的 最 重要 的 运算 一 一 外 微分 . 

定理 2.1 设 必 是 m 维 光 滑 流 形 , 则 存在 唯一 的 一 个 映射 d : A(M) 一 
A(M), 使 得 d(4A"(M)) C 4 一 :CAM) ,并 且 满 足以 下 条 件 : 

(1) 对 任意 的 c, CE A(M) 有 

d(a++ ppB)= da dp; 
(2) 设 a 是 7 次 外 微分 式 , 则 
d(a A B)= da AB+(— 1)a A dp; 

(3) 对 于 任意 的 f€ A*CM)( 即 C™~CM)),df 是 了 的 微分 ; 

(4) 对 任意 的 a € A(M),d(da) = 0. 

上 面 所 说 的 映射 d 称 为 外 微分 . 

证 明 ”我 们 首先 要 指出 :如果 上 述 外 微分 算 子 d 是 存在 的 , 则 d 必 具有 局 
部 性 . 即 : 如 果 a,B € A(M), 旦 在 开 子 集 U CM 上 有 alv 二 Blv, 则 必 有 

dalv = dB lo. z 

考虑 到 d 所 满足 的 条 件 (1) ,只 需 证 明 : 若 w€ A(M), 且 wlv 二 0, 则 dwlv=0. 

任 取 一 点 p EU. 由 于 流 形 的 局 部 紧 致 性 ,可 找到 包含 点 p 的 开 邻 域 W， 
使 得 W 紧 致 , 并 且 

pEWCWOCU, 
则 由 第 二 章 的 引 理 2. 2, 存 在 光滑 函数 请 E C™(M), 使 得 
hlwSS1, hlm = 0. 

这 样 ,hh .wE€E A(M), 并 且 h，w 寺 0. 

条 件 (1) 蕴含 着 外 微分 算 子 d 在 零 微 分 式 上 的 作用 是 零 ( 线 性 映射 所 共有 
的 性 质 ) ,因此 由 条 件 (2) 得 

0=d(h.w)=dhAwh. dow, 
这 里 dh 是 hh 的 普通 微分 (条 件 (3)). 将 上 式 限 制 到 W 上 , 因 hlw 三 1,dh|w 三 
0, 故 有 
dwlw 三 0. 

由 于 2 在 开 集 U 内 的 任意 性 ,因此 dow|u 三 0. 

利用 算 子 d 的 局 部 性 ,d 就 可 以 作用 于 定义 在 开 子 集 上 的 外 微分 式 , 并 
且 仍 满足 定理 2.1 的 4 个 条 件 .实际 上 , 若 设 wE 4A(U),p EDU, 则 如 同 第 二 章 
定理 2. 3 的 做 法 , 必 有 点 z 的 邻 域 V CU ,以 及 weE 4(CM) ,使 得 oly = wlv. 于 
是 我 们 可 以 定义 

dw(p) = dw(p). 

d 的 局 部 性 保证 了 上 式 右 端的 dw(p) 与 % 在 点 2 的 邻 域 上 的 扩张 的 取 法 无 
关 . 因此 ,如 果 d 是 光滑 流 形 M 上 的 外 微分 算 子 , 则 d 也 是 M 的 任意 一 个 开 子 
集 U 上 的 外 微分 算 子 ,因此 d 可 以 作用 于 定义 在 M 的 任意 一 个 局 部 坐标 域 上 
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的 外 微分 式 . 

根据 d 所 满足 的 4 个 条 件 ,d 在 局 部 坐标 所 表达 的 外 微分 式 上 的 作用 是 完 
全 确定 的 ,因而 d 是 唯一 的 .实际 上 , 设 (U;zx') 是 MM 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 ,a 
E A'(M), 则 alv 有 局 部 坐标 表达 式 


a | = Ta dr 入 … 人 dx”, (2. 1) 


7， 
其 中 ww E C~(U). 因 此 利用 d 所 满足 的 条 件 得 到 
d(ajr) 一 (dene A dz MAM dz 


+ DC— Die.drr A… AdGdza) 人 … A dx’) 


A=1 


] dwr ， 
dr A dri 人 A .… 人 dri. (2. 2) 


rl gz 
这 里 因为 xz* € C~(U), 故 有 d(dx"*) = 0. 
下 面 我 们 证 明 外 微分 算 子 d 的 存在 性 . 设 (U;x') 是 M 的 任意 一 个 局 部 坐 
标 系 ,用 (2.2) 式 来 定义 作用 于 4(U) 上 的 外 微分 算 子 dv, 即 对 于 


a = Tao.idrr Me M dr’ € A(U), 


rl 1 
令 


dr A dz 人 … 人 dz 


d 一 
DC rl 二 


显然 ,du 满足 条 件 (1) 和 (3). 为 证 明 (2), 取 两 个 单项 式 
a 一 adz 人 .… A dzrr € A'(U), 
B= bdri A A dr € A(U), 
其 中 ap € C™(D), 则 
du(a A 1) 
=d(a .656)AdzxiA :Adzrxr Adzna 人 … 人 dz 
=(da 人 dz A… 人 A 人 dzrr) 人 (pbdzi 人 A… A dx’) 
十 (一 1)r(adz 人 … A dx) A (db 人 dz A… A dx’) 
一 dua 人 8 十 (一 1 A dup. 
关于 (4), 设 a 如 前 , 则 


dua dx A dz 人 … 人 dz， 
gz 


du(dua) = 一 一 一 dz 人 dxz7 人 dx 人 … 人 qz 


Fa 
bj be 
11 Fa Ca 


一 一 | 一 一 一 dz 人 A dz 人 … 人 dz 一 0，， 
2 ariare artari zZ Adz A A er 
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即 du。du 二 0. 这 样 ， “确实 是 定义 在 U 上 的 外 微分 算 子 ， 因此 ,前 面 所 谈论 的 
局 部 性 和 唯一 性 对 于 dv 是 成 立 的 . 
假定 有 男 一 个 局 部 坐标 系 (V ;yy )， 收 有 外 微分 外 于 dr : ACV) > .AV). 
硅 U 站 V 关 名 , 则 对 于 a € A"(M) 有 : i; 
du (Calv) |onv 
=dvu(al|unv) (由 于 算 子 a 的 局 部 性 ) 
=dv(alunv) “(由 于 在 NV 上 外 微分 算 子 的 唯一 性 ) 
二 dv(aly)|vnv. (由 于 算 子 dy 的 局 部 性 ) :. (2. 3) 
这 意味 着 外 微分 式 du(alv) 和 dv(aly) 限制 在 U 站 V 上 是 相同 的 . 因此 可 以 定 
义 一 个 7 十 1 次 外 微分 式 da E 4 :CAMD) ,使 得 z 
dal, = 一 du(al|v). 
如 :上 所 给 出 的 对 应 a € A(MD)F-> da € AM) 记 为 d: A'(M) ~> 
A™'(M). 显然,d 满足 条 件 (1) 一 (4). 1 
”在 (2. 32 式 的 证 明 中 用 到 了 算 子 du ,dv 的 局 部 性 和 唯一 -性 . 下 面 通过 具体 
的 计算 也 可 以 直接 证 明 外 微分 算 子 在 局 部 上 的 唯一 性 ， 以 便 获 得 关于 外 微分 
的 感性 认识 . 设 


alv = de A A dx”, (2. 4) 
aly = dy A 人 人 Ad (2. 5) 
于 征 i i i z 2 
alonv = dz 人 ee A dr” 
1 
一 六 | CN 了 rd 人 … 人 dr", 
其 中 关于 下 指标 都 是 反对 称 的 . 因此 ， 在 U 站 “有 
Qi — he 2 0 ， | (2. 6) 
这 意味 着 @;.… 是 了 的 人 于 是 : 
Oa; . ， 
du(alunv)= + -一 dr A dz A* 人 dr” 
r! 3 
1 Oa; . 


WY” ,0 3 
7! Ar dr a 


.0 
"Ar graaz Ar’ 


标 坟 和 i 的 对 称 性 ,所 以 ， 


十 Da .dz A dri A + AM dr'. 
A 一 1 


过 
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dr 人 Adam 一 0 (2.7) 
因此 
du (alunv) 
1 igy A day A A dy 
rl 9y’ i 
=dy(al|unv). (2. 8) 


这 里 面 已 经 隐蔽 地 使 用 了 1 次 微分 的 形式 不 变性 , 即 函 数 的 1 次 微分 的 形式 
在 目 变 量 替 换 下 是 保持 的 : | 
aoj VT I) YT ,7")) 
dr 
=d(Qj.; (yxy T™) ,ey Tl, )) 


一 (daj . CY CC se 的 . 


一 “(yl (Z ，， .mi | .y "(XT ,* dy (TX TT™). 
现在 , (2. 8 式 的 意义 可 以 更 确切 地 表达 为 ， 若 在 容许 的 参数 变换 
y = y (rl!, 7), 1 二 1 奈 m 
1 。。。 my 
下 ( 即 y(ri yz") € C0", 且 2 7) 过 0) 有 
(Z ，"** ,TT" ) 
Qi da A * 人 dz. 


= yy dy A A dyr， (2. 9) 


则 仍然 有 
doi (XT 7") A dxza 人 … 人 dr’ 
一 do .i (yy") A dy A 人 dy (2. 10) 
这 是 “1 次 微分 的 形式 不 变性 ” 的 推广 ,可 以 称 为 “外 微分 的 形式 不 变性 ”在 微 
积分 学 中 所 定义 的 2 次 微分 的 形式 在 变量 替换 下 不 具有 不 变性 ,因此 2 次 微 
分 的 概念 在 光滑 流 形 上 没有 意义 ,而 有 意义 的 是 外 微分 式 和 它们 的 外 微分 . 
定理 2. 1 表明 :在 光滑 流 形 上 ,通过 外 微分 能 够 从 一 个 光滑 的 反对 称 协 变 
张 量 场 得 到 一 个 光滑 的 高 一 阶 反对 称 协 变 张 量 场 . 对 一 个 光滑 切 向 量 场 ,或 一 
般 的 光滑 张 量 场 进行 微分 而 得 到 协 变 阶 数 增加 1 的 光滑 张 量 场 , 仅 有 流 形 的 
光滑 结构 是 不 够 的 ,还 需要 在 光滑 流 形 上 附加 另外 的 结构 ,比如 歼 曼 结构 ( 参 
看 第 五 章 ). 但 是 ,外 微分 式 ， 即 光滑 的 反对 称 协 变 张 量 场 的 外 微分 是 一 一 个 例 
外 ,不 需要 光滑 流 形 有 别 的 结构 ; 
定理 2.2 设 wE€ AM),Xi,,X, i € HCM), 则 
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r 十 1 
do(X，… ,及 1) 一 > (一 1) 汪 XiCo(X ,1 )) 


4 一 1 


十 > 《一 1) 生 po(LX 和 |，X .GT ,六 9""" ,入 -1). (2.11) 


2 
A<p 


证 明 ”由 定理 2.1 可知 dw € A"+1(M), 所 以 按照 第 三 章 的 定理 4.1, 我 
们 有 反对 称 的 > 十 1 重 线性 映射 
do: 2%((M)X* x HM)— C™*(M) 
r 十 1 个 
它 对 每 一 个 自 变量 都 是 C" (MD)- 线性 的 . 
将 (2. 11) 式 右 端 记 为 a(X1,… ,XX,,1), 则 
a: 2 X…X:540M) 一 CAI) 
r 十 1 个 
也 是 7 十 1 重 线性 映射 . 映射 a 的 反对 称 性 是 不 难 验 证 的 , 留 给 读者 自己 完成 . 
现 要 证 明 a 对 每 一 个 自 变量 也 都 是 C™(M)- 线性 的 . 
为 此 , 任 取 ff € C™(CM), 则 
a(f » Xi, Xa ,X11) 
=f* Xi(w(X,, X41)) 十 Sy (— Xo Cf Xi ,KR X11)) 


4 一 2 


r 十 1 
十 > (— 1)*tiw([f ° Xi 和 Xi) 


HA 一 2 
十 >» 《一 1) 计 “oo([X 和 XXX) 
2A<pEr+1 
r 二 1 、 
一 MM Xi(w(X,,…: ,入 -+1)) 十 >》 《一 1)°+t1X,(f “ (Xi ,及 1 ,入 1) ) 
- A=2 


r 二 1 
十 > (一 1)“+lwCFLX,X 一 XCP 。 XXX 和 Xi) 
AP 一 2 


十 f ” >》 (— 1)°t*w([X,X, |,X,, ,X11) 


一 。 Q( 有 人 ，…， 及 1). 
根据 第 三 章 定 理 5.1,4 是 M 上 的 7 十 1 次 外 微分 式 .下 面 我 们 要 证 明 do = “%. 
如 第 三 章 定理 5.1 的 证 明 所 表明 的 那样 ,映射 dw 和 a 都 有 局 部 性 ,因而 能 
在 开 子 集 U 上 的 光滑 切 向 量 场 上 求 值 . 取 局 部 坐标 系 (U ;x ), 设 


wlv = wd A A dz， (2. 12) 
并 且 令 
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dw|, 一 (7 十 do jd 八 … 信 dzZ7z+l， (2. 13) 
那么 dwlv 的 分 量 是 
(dw | U0) jj 
9 9 
一 dow|r Jri? ,| 
_ 工 Co i 人 d 让 入 人 d i CC ,., 9 
I ar ~ 一 “| ar ar 
可 ] Qiui ji 
二 
十 1 CU .> 
_ > (一 D1 tt (2. 14) 


男 外 , 设 
1 ， , 
“lo = Fd A A din, 
则 按 定 义 ,a 的 分 量 是 


Q; ...; 
71 7 十 1 


一 wj|r 


9 .9 
az ” “arjzr+i 


r 十 1 个 
-一 > ， (一 1] )4+1 9 人 9 eee 9 eo. 9 
azn az ” ?Arnh’” ”Axrirti 


A=1 
9 9 3 
__ 4 十 一 -~ 一 o0. ee oo。 一 
十 2 1) Ww [a | ?Iria ? ?Frin? | 
r 十 ] ~ . 
-CD 


az7a 
所 以 
dw|v 一 alv. 

于 是 对 于 任意 的 X ,…，,XHE .CNM),(2.11) 式 成 立 . 

(2. 11) 式 称 为 外 微分 的 求 值 公式 . 

定 理 2.2 还 能 够 通过 直接 计算 得 到 . 事实 上 ,在 任意 一 个 局 部 坐标 系 (U; 
7') 下 设 

wlr = wd A … A dx”™, 


则 


地 dr A dz 人 .… A dz. 


dw|u = 
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切 向 量 场 X; 可 以 表示 为 
Xilr = 太志， 1 雪 1 雪 -十 1， 
则 


[XX lo = bi 


* Ox! 
| . 9 
二 (Xi(X,) — X,.(X)) 5 


由 于 外 微分 d 的 局 部 性 ,我 们 有 
dw(X，…, 和 1) | 


一 do|u(Xi | X,+11v) 


1 ao GY 
rr! Ar’ 1 7 711 ”77 十 1 


7 十 1 


一 > ， (一 1) Xi XI XIX 


A=] 


r 十 ] 
一 2 (— 1) (Xi X11 1) 


4 一 ] 


_ > ED. AO. 0D D.C OD. 


LA 


_ DY ois Xi Rie KK) Xi 


在 右 端 花 括 号 内 第 一 项 恰好 是 

Xi(w(X) >»""" ,人 4_] .GU >»""" ,入 -+1)) |v. 
在 后 两 项 中 利用 w…, 关于 下 指标 的 反对 称 性 分 别 把 指标 zz-: 调整 为 ,于 
是 


7 十 1 

DC DT Do XE KKE) KK 

A=1 pA 

一 人 >》 Ka Kt KA Ky) XL ) 

A>A ，. 村 : 

r 十 1 | | 

一 一 之 (一 DA{ 一 D’ oo Xa XII XP Ts at 人 1 XX 
pA | 
et 3 XK KE KX .Xi Xi “* X11} 
AD 

= 5 Dro. XKI) 一 XK, KL Kee Ka Kae KX 

4<<A 
一 >》 (一 1)"t+*w([ XX, ,X, | ,Xi »""" ,六 ,总 ,入 -1) |v. 

A<p 和 


综 口 合 起 来 ， 我 们 得 到 
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r 十 1 
dw(Xi ,Xn) lo = >) 《一 1)1IXCw(X 有 Xi)) |v 
A=1 
十 2) (一 1) 一 “wo(C[X XXX ,及 1 ,及 和信 1) |o. | 


A<< AH 


由 于 坐标 域 的 任意 性 ,上 式 在 整个 M 上 成 立 . 
推论 2.3 设 w€ A'MD),X,Y € 人 (MD), 则 | 
do(X,Y) = XCo(7)) 一 Y(o(CX)) 一 ol[XIYD. (2.15) 
外 微分 d 的 另 一 个 重要 性 质 是 它 与 光滑 映射 f.: M 一 N 的 诱导 中 
f”: A'(N) 一 A'(M) 的 可 交换 性 . 
定理 2.4 设 M， NN 分 别 是 站 维 ,an 维 光 滑 流 形 ， 目 广 M > N 是 光滑 映 
射 ,f”: A'(N) 一 4A"(M) 是 诱导 映射 (0 二 7 声 n), 则 对 于 任意 的 w€ A'(N) 
f°* (dw) = d(f*w). 《2. 16) 
证 明 由 于 外 微分 d 有 局 部 性 ,我们 只 需要 在 局 部 上 进 和 了 验证 . 
设 (U ;zx') 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , (CV ,y) 是 NN 的 一 个 局 部 坐标 系 , 且 
f(U0)CV. 设 9p9€ A"(N), 则 


1 , 。 
2|v 一 iG dy" 人 “°° 人 dy™, 


四 i pe “ss 人 . 
dyly) = (dPD |= 方 一 A dy 
由 $1 的 (1. 15) 式 ， l | 
一 二 ap .HW 2 A A dr 
fF (del)) lie dA Nd 
1 op . “a »。f) 9y"! 
: . zl ”ar Qza 2 dz A dz A A dz 
另 一 方面 ， 
Pro 
f (COjv) 一 六 (iia ° of)s D7 z … dz 人 :A dzr， 
因此 
| 3a(W， a 。 厂 ) < 和 
dCf* (pl) = = 二 | .ao ay 


Aa’ az a9x’ 


C C 
a 
一 9y eb 


aza azadaz 记 


了 
aa 人 dz 一 0 
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(对 照 (2.7) 式 ), 故 有 
。 厂 ) 2 . 


Qza 


9(9 a 
d(Cf* (9|v)) 一 - ] . 2 四 六 人 dx 人 se A qz 
7! ar’ 


=f* (d(plv)). 

前 面 所 说 的 “外 微分 的 形式 不 变性 ”是 本 定理 的 特例 . 

在 定理 2. 1 中 外 微分 算 子 d 所 满足 的 条 件 (4)d。d = 0 意味 着 d 可 以 看 作 
拓扑 学 中 的 边缘 算 子 . 实际 上 , 若 把 > 次 外 微分 式 的 空间 4A"CM) 看 作 加 法 群 ， 
则 d : 4A"CM) -> 4A"+1(M) 是 加 法 群 的 同 态 , 且 满 足 d。d = 0, 故 在 拓扑 学 上 把 
A"(M) 当 作 上 链 群 , 且 把 算 子 d 作为 上 边缘 算 子 . 

定义 2.1 令 z 

Z'(M) = ker d= {a € A(M): da = 0}, 
Z"(M) 中 的 元 素 称 为 7 次 闭 微分 式 . 
定义 2.2 令 
B'(M) =d(A”!'(M)) 
二 {a € 4 (NM) :存在 PE A”'(M), 使 得 a = dB}， 
B"(M) 中 的 元 素 称 为 7 次 恰当 微分 式 . 

这 样 ,性 质 d。d = 0 意味 着 B-(CM) 是 ZCM) 的 子 群 . 在 拓扑 学 中 ,ZCM) 
为 上 闭 链 群 ,B"(CM) 为 上 边缘 链 群 . 

定义 2.3 ” 商 群 H'CM) = Z"(M)/B (MD) 称 为 光滑 流 形 M 上 的 第 -个 
deRham 上 同调 群 . 

关于 deRham 上 同调 群 有 下 面 既 重要 又 漂亮 的 定理 : 

deRham 定理 ” 设 MM 是 紧 致 光滑 流 形 , 则 M 的 第 ~ 个 deRham 上 同调 群 
与 MM 的 第 "个 实 系数 上 同调 群 同 构 特别 是 ,dimH"(M) 恰好 是 流 形 M 的 第 
个 Betti 数 1. : 

deRham 上 同调 群 是 流 形 M 的 微分 结 者 构 的 产物 ,而 Betti 数 B, 纯粹 是 流 形 
M 的 拓扑 不 变量 . 凡是 描述 两 个 不 同 范畴 的 结构 之 间 的 关系 的 定理 都 是 十 分 
重要 的 . 关于 deRham 定理 的 初等 ,详尽 的 证 明 可 查阅 [10],p.166. 当然 
deRham 自己 的 书 [25] 也 是 非常 值得 钻研 的 . 

从 B"CM) CZ (M) 的 事实 引出 一 个 重要 的 问题 :既然 一 个 恰当 微分 式 必 
定 是 闭 微分 式 ,那么 一 个 闭 微分 式 是 否 一 定 是 恰当 微分 式 呢 ? 如 果 不 是 , 则 在 
什么 情况 下 , 一 个 闭 微 分 式 总 是 能 写成 另 一 个 外 微分 式 的 外 微分 呢 ? 从 
deRham 上 同调 群 的 观点 看 ,只 要 deRham 上 同调 群 是 平凡 的 就 行 了 . 

根据 deRham 定理 ,在 紧 致 光滑 流 形 M 上 任意 一 个 + 次 闭 微 分 式 是 恰当 
微分 式 的 充分 必要 条 件 是 流 形 M 的 第 ~ 个 Betti 数 PB, = 0. 在 8$1 的 例 3, 单 位 
圆周 S: 是 1 维 紧 致 光滑 流 形 , 它 的 第 1 个 Betti 数 8, = 1. 因为 在 1 维 光 滑 流 
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形 上 没有 非 零 的 2 次 外 微分 式 ,所 以 S' 上 的 1 次 微分 式 a 必 定 是 闭 的 ,da = 0. 
根据 deRham 定理 ,a 不 是 恰当 形式 , 即 a 确实 不 能 写成 S' 上 的 一 个 光滑 函数 
的 微分 .但 是 在 局 部 上 存在 光滑 函数 0, 使 得 a = d9( 参 看 $1, 例 3). 这 个 事实 
的 一 般 化 ,就 是 在 球状 邻 域 上 任意 一 个 闭 微分 式 都 是 恰当 的 , 即 它 可 以 写成 另 
一 个 外 微分 式 的 外 微分 . 这 个 断言 称 为 Poincare 引 理 , 它 在 证 明 deRham 定理 
的 过 程 中 起 着 关键 的 作用 . 

定理 2.5(Poincaré 引 理 ) ” 设 U0 = Bolr) 是 R" 中 以 原点 O 为 中 心 . 以 7 为 
半径 的 球状 邻 域 . 设 weE A"(U), 且 dw = 0, 则 存在 re A"1(U), 使 得 

w 一 drz. 


证 明 设 w 的 坐标 表达 式 为 
一 二 ww dr A A dx’, 
r! 1 rr 
1 i i 


dw = 二 dx’ A dri 人 .… 人 dz 


] r 二 1 Cv. _ . 
— A 十 1 a | 1] oss 1 , 
(r 十 1)1 2 1) a dz 人 人 Zr+l。 (2 17) 


1 


显然 ,最 后 一 式 括号 内 的 系数 关于 如,… ,i,+1 是 反对 称 的 .由 dw = 0 得 到 


十 1 Xv, ?ee 
SD 0, 
4=1 gr， 
即 
Aw, rr Ay . . 
1 —. oopl lr 
了 = 2 一 一 二 一. (2. 18) 
今 
1 r 
tr(X)= 二 2 (| iw, Gnd] > ， (一 1)"tizredr' 
ee 1 (2. 19) 


入 人 de 人 .… 人 dzr， 
其 中 x EU, 则 rE€ A 1(U). 下 面 计 算 dr: 
i (ez)dt dr A 
oar 


] ~ | 1 Gu 
dr 一 一 一 | 万 
站 0 


r 


> ，( 一 ])e+lriadza A 2 人 dv A .… A dx 


为 化 简 第 一 个 和 式 ,我 们 有 
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“tiricdxi 人 … 人 dxie 人 … 人 dxzz 


1 一 1 


之 De De 之 -dm A dr A MN dr A ee A de 


一 2 De 1)” Pe gp A dza A oN dxie A .A dx 


之 3 et idri A A dx 


i 1 ax 一 1 


-和 


1 


其 中 第 2 个 等 号 只 是 将 哑 指 标 i,is 的 命名 交换 一 下 ,第 4 个 等 号 是 因为 (2. 18) 
式 . 所 以 


1 1 
dr = | 


1 
- 志 马 | so 入 … 人 de 


rl. 
i 


ridri 人 .… 人 dx， 
az 


rt” lw i (tT) 十 3 (tr) 。 a 


Eq. dz A» 人 dz 


= CX) dn 人 .… A dxzr 一 w, 


证 毕 . 

从 上 面 的 证 明 可 见 , 车 U 是 以 O 为 中 心 的 星 形 区 域 ,定理 2. 5 亦 真 . 这 里 
星 形 区 域 品 是 指 ; 车 + EU , 则 连结 Oz 的 直线 段 也 落 在 U 内 .更 一 般 地 , 若 U 
是 可 缩 区 域 ,定理 的 结论 也 成 立 . 

例 1 设 w 是 R* 上 的 1 次 微分 式 , 其 表达 式 为 


w 一 = Dede ， 
其 中 心 E C~(R") ,要 求 函数 /CC~(R") 使 得 
df = mw. 
该 问题 等 价 于 解 一 阶 偏 微分 方程 组 
wx, ,TX”) 
由 第 三 章 定理 4. 4, 该 方程 组 的 可 积 条 件 是 
dW; ow, 
2 # ar ar” 
即 dw 二 0. 


这 恰好 是 Poincare 引 理 . 
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例 2 定理 2.5 在 本 质 上 是 局 部 的 (大 范围 的 结果 就 是 deRham 定理 ). 考 
处 RA\0) 上 的 一 一 次 微分 式 


w= 去 二 dz + dy 
经 计算 得 到 
dw = 0. 
但 是 在 R、\{0} 上 不 存在 C-- 函数 了 : RA\{0) 一 RR 使 得 “二 df. 这 是 因为 ， 
各 有 这 样 的 / 存在 , 则 一 次 微分 式 w 沿 RA\{0} 中 任意 一 条 分 段 光滑 的 封闭 曲 
线 的 积分 应 该 为 零 . 而 事实 上 , 若 取 C 为 


X= rcost, y = rsint, 0 三 1t 达 27， 
则 


| 一 去 十 dz 十 去 二 dy 一 | a 一 2X. 
这 是 一 个 矛盾 . 
根 据 Poincaré 引 理 ,在 任意 一 点 p € R:\{0}) 的 任意 一 个 球状 邻 域内 ,这 
样 的 函数 f 确实 是 存在 的 . 例如 :在 (zo,yo) 关 0 的 邻 域内 有 光滑 函数 f = 


arctan 二 , 它 满足 d = w. 


$ 3 ”Pfaff 方程 组 和 Frobenius 定理 


F.Cartan 和 EE. Kahler 发 展 起 来 的 外 微分 方程 组 理论 是 偏 微 分 方程 组 理 
论 的 重要 组 成 部 分 ,是 外 微分 理论 的 应 用 .我 们 在 这 里 将 讨论 一 类 最 简单 的 外 
微分 方程 组 一 一 Pfaff 方程 组 ,它们 在 外 微分 方程 组 的 一 般 理论 中 起 着 重要 的 
作用 . 

定义 3.1 设 w (ll 三 a 世 7) 是 定义 在 m 维 光滑 流 形 M 的 开 子 集 U 上 的 
-个 1 次 微分 式 , 则 称 微分 方程 组 

w*" 一 0， 1 过 a 牵 7， (3. 1) 

为 U 上 的 Pfaff 方程 组 . 

夺 7 二 1, 相 应 的 方程 称 为 Pfaff 方程 , 即 通常 的 全 微分 方程 . 例如 : 

“w= Pdz + Qdy + Rdz = 0,， 

其 中 卫 ,Q,R 是 x;y,z 的 光滑 函数 ， 

定义 3.2 设 (3.1) 是 开 子 集 U CC MM 上 的 Pfaff 方程 组 . 若 有 单一 的 浸入 
子 流 形 9:N 一 上 ,使 得 

9 "ww" 二 0,， la 7， 
则 称 (p,V ) 为 Pfaff 方程 组 (3. 1) 的 积分 流 形 . 
例 1 设 有 一 阶 仿 微分 方程 组 
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= frr yy 1Si<m, 1< 
其 中 fi(x,y) 是 开 子 集 U XV CR” x R" 上 的 光滑 函数 .该 方程 组 能 写成 U 
xX V 上 的 Pfaff 方程 组 

w=dy— f(r,y)dr' =0, 1 三 a 过. (3. 3) 


各 方程 组 (3.2) 有 解 


a 二 nn， (3.2) 


加 = g(x! ,ee ,1™), 
则 m 维 子 流 形 9:U 一 U xV， 
Px ye") = Thy T,X) "(XT)) 
是 (3. 3) 的 积分 流 形 . 实际 上 ， 
pw =dg’(rx) — fr(r,g(r)) dr 


一 9 — fri(r,g(7x)) dz 
一 0. 
例 2 设 有 篆 微 分 方程 
光一 jzyy yy)， (3. 4) 


其 中 f(x,y,y ,yy 是 z+,y,y ,yy" 的 光滑 函数 . 引进 新 变量 z = y ,w = 二 y”,, 则 
在 4 维 空间 R* 中 有 Pfaff 方程 组 : 
al 和 dy— zdzx = 0,， 
| a, = dz — wdzx = 0,， (3.5) 
as 生 dw 一 f(r,y,z,tw)drx = 0. 
设 y = g(x) 是 方程 (3. 4) 的 解 , 则 1 维 子 流 形 
y = g(7), 
| z= g(x), 
w = g" (7X) 
是 Pfaff 方程 组 (3. 5) 的 积分 流 形 . 
Pfaff 方程 组 (3.1) 中 的 1 次 微分 式 在 各 点 给 出 的 1 一 形式 的 线性 无 关 的 
个 数 未 必 是 相同 的 .我们 感 兴趣 的 情形 是 它们 在 各 点 的 线性 无 关 的 个 数 是 常 
数 ,该 数 称 为 Pfaff 方程 组 (3.1) 的 秩 . 此 时 ,在 每 一 点 的 邻 域内 ,Pfaff 方程 组 
(3.1) 总 可 以 化 简 为 等 价 的 Pfaff 方程 组 ,使 得 方程 的 个 数 恰好 等 于 方程 组 的 
秩 . 因此 ,不 妨 假定 方程 组 (3. 1) 的 秩 是 x. 这样, 在 每 一 点 p E 0, 方程 组 (3. 
1) 的 几何 意义 是 :它们 在 切 空间 TM 中 定义 了 一 个 hh 二 m 一 7 维 子 空间 
L(p)= (1v ETM:w(v)=0,1<a<r). 
所 以 Pfaff 方程 组 (3.1) 在 U0U 上 给 出 了 一 个 hh 维 分 布 LL. 
分 布 L" 还 是 光滑 的 . 实际 上 , 取 点 z 的 局 部 坐标 系 (V ;xz') ,使 得 VV CU , 设 
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w"|y = wdx’, (3. 6) 
其 中 ww € C™(W). 由 于 wr(1 二 a 过 7) 是 处 处 线性 无 关 的 ,不 妨 设 系数 矩阵 
(wf?) 的 前 7 列子 式 det(w$) 在 了 上 处 处 不 为 零 . 用 (03) 表示 (wo3) 的 逆 和 矩阵 , 则 
方程 组 


V = > bw |y 
B 


一 dz 十 > Cidr* 二 0，1 二 a<r (3.7) 
4A=r 二 1 
与 Pfaff 方程 组 (3.1) 是 等 价 的 ,其 中 
C4 一 > bot 


在 这 里 我 们 约定 指标 的 取 值 范围 是 : 
1 二 1,7J,k 和 mm,， 1 委 a,0,7 雪 7， -十 1 过 4,y,v 芝 1， 
并 且 采 用 Einstein 的 和 式 约定 
此 外 , 令 
0 一 dz， (3. 8) 
则 {9,…,9} 是 V 上 om 个 处 处 线性 无 关 的 1 次 微分 式 , 它 们 构成 V 上 的 余 切 
标 架 场 . 与 之 对 偶 的 切 标 架 场 {X,,… ,X,) 是 


9 
XX。 本 gr? 
) ) (3. 9 ) 
一 8_- 
1 一 az Pe az 
直接 验证 可 知 


这 样 ,Pfaff 方程 组 (3. 1) ,或 等 价 的 Pfaff 方程 组 (3.7) 所 对 应 的 h 维 分 布 是 
| L"|y 一 Span{X,11,.… ,XX )， 
故 7 是 光滑 的 . 

上 面 的 推演 过 程 是 可 道 的. 如 果 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 h 维 光滑 
分 布 , 则 在 每 一 点 p EU 的 一 个 邻 域 V 内 存在 秩 为 r = 二 m 一 hh 的 Pfaff 方 程 组 ， 
使 得 它 所 对 应 的 分 布 就 是 .实际 上 , 设 有 点 p 的 局 部 坐标 系 (V ;x'), 以 及 有 
个 处 处 线性 无 关 的 光滑 切 向 量 场 X; € :2 (7 ) ,使 得 

DL’|y = Span{X,,,,*… ,XX,)}. 
假定 
X= 人， 


并 且 det(X 和 . 隆 0, 则 可 用 (64) 记 (X4) 的 逆 矩 阵 ,并且 令 
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7, = bX, = -1 1 二 
其 中 
太一 一 以 Xe， 
于 是 仍 有 


Lly = SpantY ri 了). 
由 此 可 见 ,分布 二 |v 对 应 于 秩 为 7 的 Pfaff 方程 组 
8 三 dz 十 /dz 一 0，1 和 过 < 委 7 
上 面 的 事实 可 以 叙述 成 
命题 3. 1 定义 在 开 子 集 VC M 上 的 秩 为 7 的 Pfaff 方程 组 在 局 部 上 等 
价 于 hh = 二 m 一 r+ 维 的 光滑 分 布 ,其 中 区 = dimM. 
对 照 定义 3. 2 与 第 三 章 的 定义 4.4,Pfaff 方程 组 (3.1) 的 积分 流 形 恰好 是 
对 应 的 光滑 分 布 L 的 积分 流 形 .事实 上 , 若 设 p: N 一 U 是 Pfaff 方 程 组 (3. 1) 
的 积分 流 形 , 任 取 和 E T,N, 则 
w (PX) = 9*w(X) = 0, 
故 p, (TN) CL (gp(p)). 
这 说 明 :p9: 入 一 V 是 分 布 的 积分 流 形 . 反之 亦 然 .这 样 ,我 们 可 以 用 对 应 的 
光滑 分 布 的 完全 可 积 性 来 定义 Pfaff 方程 组 的 完全 可 积 性 . 换言之 ,我 们 有 下 
面 的 定义 : 
定义 3.3 设 w (a 世 7) 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 7 个 处 处 线性 
无 关 的 一 次 微分 式 . 知 对 于 任意 一 点 p EU ,Pfaff 方程 组 
w = 0， 1 二 a 过 rr 
都 有 一 个 hh 二 m 一 r 维 积分 流 形 经 过 它 , 则 称 该 方程 组 是 完全 可 积 的 . 这 里 ,m 
一 dimM. 
下 面 的 定理 给 出 Pfaff 方 程 组 完全 可 积 的 条 件 , 它 是 Frobenius 定理 (第 三 
章 的 定理 4.2, 定 理 4. 3) 的 对 偶 叙 述 . 
定理 3.2 设 (3.1) 是 定义 在 开 子 集 U CM 上 的 秩 为 7 的 Pfaff 方程 组 ， 
则 它 是 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 :在 每 一 点 p EU 的 一 个 邻 域 V 内 存在 一 
个 1 次 微分 式 网 ,使 得 在 站 内 成 立 


dw 一 &% 人 只， 1 委 a 委 7 (3. 10) 
按照 第 一 章 的 定义 5.6, 上 述 条 件 可 以 说 成 在 了 上 有 
dw 二 0 mod(wi,…,w), la 过. (3.11) 


证 明 ”根据 前 面 的 讨论 ,在 每 一 点 p EU 的 一 个 局 部 坐标 系 (V ;zx') 下 ， 
设 


ww 一 wdr’, 
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且 det(ws) 天 0, 则 Pfaff 方程 组 (3.1) 在 V 内 等 价 于 hh == m 一 ”> 维 光 滑 分 布 
1* = Span{X,,,,.…,X,), 
其 中 X; 由 (3.9) 式 给 出 . (3. 1) 的 完全 可 积 性 等 价 于 7 的 完全 可 积 性 ,因此 ， 
根据 第 三 章 定理 4.2' 和 定理 4.3, 只 要 证 明 条 件 (3.10) 等 价 于 分 布 到 满足 
Frobenius 条 件 
[XXX 三 0mod{(X 9 ,XX,)}, rr 二 1] 和 A4, ym. (3.12) 
首先 我 们 要 指出 , 当 1 次 微分 式 w' 经 受 变换 (3.7) 时 ,条 件 (3.10) 是 不 变 
的 . 实际 上 ,假定 (3. 10) 成 立 , 则 
dp = dbs NM wh 十 bdop = (dbs 十 攻防 )owg A Os. 


取 
= dbs + 6H), 
则 有 z 
d0 =% A 0, 1 三 a, (3.13) 
即 
dm 三 0 mod(0',... ,0 ). (3. 14) 


因此 ,我 们 只 要 证 明 条 件 (3. 13) 等 价 于 分 布 L* 满足 Frobenius 条 件 (3. 12). 
设 {0} 是 由 (3.7),(3. 8) 定义 的 余 切 标 架 场 ,于 是 {Of 人 0:1 达 i 过 jj 过 
m} 构成 2 次 外 微分 式 空 间 42:(V) 作为 C~(V)- 模 的 基底 , 故 可 设 


dy = 3A50 A0, (3. 15) 
其 中 
A = dXi,X;), li,jm. (3.16) 


根据 推论 2.3, 并 且 注 意 到 V(X,) = 0(1 过 a 过 rr,r 十 1 声 4 达 mm) ,我 们 有 
As, =d (X,X,) : 
=XX)) 一 X (OCXD) — (LX, X,]) 
=— y([X,,X,]). (3.17) 
如 果 (3. 13) 式 成 立 , 则 由 (3.15) 式 得 到 
4 一 0， 1 委 w 委 7， ~ 十 1 委 4A 委 My 
即 
(LX,X,]) = 0. 
因此 由 (9) 与 {X;} 的 对 偶 性 得 到 


[X;, Xs.] = DO OCX XDKX; = > POX ,KX DX,, 


v=r 十 1 
即 (3. 12) 式 成 立 . 
反 过 来 , 若 (3.12) 式 成 立 , 即 
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[X,X,| 一 > ， CuKX,, 


v= 二 rr 十 1 


则 在 (3. 15) 式 中 有 
A 一 一 O°([X;,X, |) 
=— 2》) CO (X,) = 0, 


v=7r 十 1 


故 


“一 > | 网 2 450 + D2 As0 A 0， 
B=1 7= 4A=r 十 1 

即 (3. 13) 式 成 立 .证 毕 

通常 ,我 们 把 条 件 (3.10)( 或 (3.11)) 称 为 Pfaff 方程 组 (3.1) 所 满足 的 
Frobenius 条 件 . 根据 第 三 章 的 定理 3.3 以 及 上 面 的 证 明 , 我 们 还 可 以 有 稍微 
强 一 点 的 结果 : 

推论 3.3 若 Pfaff 方 程 组 (3. 1) 满足 Frobenius 条 件 , 则 在 每 一 点 p EU 存 
在 局 部 坐标 系 (V ;x'),V CU ,使 得 Pfaff 方程 组 (3. 1) 在 V 上 等 价 于 方程 组 

dx” 一 0， 1 三 a 牵 x. z (3.18) 
Pfaff 方程 组 (3. 7) 满足 Frobenius 条 件 的 意思 是 系数 C; 满足 条 件 


4 一 0. (3. 19) 
实际 上 ,对 (3.7) 式 求 外 微分 得 到 


:一 ydCy A dz 


4 一 ”十 1 


-| Tidz? 十 Td | A dz 


-| 入 (07 一 Cgaz) 十 Pda 和 A dz 
gz 
aC 
— fp | 
一 0 入 5 2 
十 二 2 > | 一 一 C+ D2 TCH] or A 0 


由 于 {9'} 是 余 切 标 架 场 ,所 以 条 件 

db =0 mod(0,.…,0) 

成 立 的 充分 必要 条 件 是 在 了 内 成 立 (3. 19) 式 . 对 照 第 三 章 的 定理 4. 4, 不 难 发 
现 条 件 (3. 19) 恰好 是 一 阶 偏 微分 方程 组 


05 一 一 CCzl sz)， 1 二 a 二 7， -十 1 委 4 委 7 (3. 20) . 
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的 可 积 条 件 ,而 方程 组 (3. 20) 是 Pfaff 方程 组 (3.7) 的 另 一 个 表达 形式 (参看 
例 1). 

下 面 我 们 叙述 定理 3. 2 中 充分 性 的 一 个 直接 证 明 . 它 是 上 .Cartan 给 出 
的 ,有 助 于 我 们 熟悉 外 微分 理论 . 由 于 Pfaff 方程 组 和 一 阶 偏 微分 方程 组 的 上 
述 联 系 ,实际 上 我 们 所 给 出 的 将 是 第 三 章 定 理 4. 4 的 另 一 个 证 明 . 

定理 3. 2 的 充分 性 的 直接 证 阴 . 考虑 Pfaff 方程 组 


8" 二 dx" 十 > Cidr' =0, 1 <a<r, (3.7) 
= 十 1 
它 满足 Frobenius 条 件 
db 一 > AP, 1<a<r. (3.13) 
6 一 1 


任意 取 定 一 点 (xz;3) ET ,在 (zz") 的 空间 中 考虑 从 点 (x0) 出 发 的 
射线 
TX 二 Xo 十 t+。a’， (3. 21) 
其 中 心 是 常数 ,满足 条 件 》) (a)? = 1. 
4 一 r 十 1 
将 (3. 21) 式 代 入 (3.7) ,得 到 
dx”" 十 CICxe ,ro” 二 ta*) a'dt 二 0，1 达 a 牵 7， 


它 等 价 于 常 微分 方程 组 
dz 


证 一 一 > CYCzpyzox 十 ta’) a, la 过 x. (3. 22) 
A 
方程 组 (3. 22) 有 经 过 已 知 点 (xo) 的 唯一 解 
XxX" 二 f° GT) 0 ) (3. 23 ) 
即 
fr(0atl, a") =7x, la<r. (3. 24) 


让 (w+1,…，a") 取 遍 单位 球面 上 所 有 的 点 , 则 函数 组 (3. 23) 给 出 一 个 h=m 
一 了 维 子 流 形 ,我 们 要 证 明 它 是 方程 组 (3. 7) 的、 经 过 点 (70) 的 积分 流 形 . 

不 妨 设 a”" 关 0, 于 是 可 以 把 (a!,…,a”') 作为 该 h 维 子 流 形 上 的 局 部 
坐标 系 . 由 于 > ， (a*)? 一 1. 故 ca 一 一 二 3 asdas. 将 (3. 21) 与 (3.23) 式 代 


b=r+1 


入 (3.7)' 式 ,由 于 函数 f* 满足 方程 组 (3. 22), 故 有 
y= df*+ > Ciltda 十 axdt) 


= | 芝士 2C au 十 | 中 十 Ciojd 
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一 Ps (Ct,a) da 
m— 1 - 
一 > ， Pa(t ,a)da’, | (3. 25) 
b=r+1 ， | . 
其 中 z 
a of 
Pi(t,a) = 2 十 tC rr 十 1 三 A 过 mm 


Bs(1,a) = Pi(t,a) 一 Ps (ta), -二 1 过 6 过 mm 一 1. 
我 们 要 证 明 Pi(i,a) 二 0. 
假定 1 次 微分 式 史 在 上 述 h 维 子 流 形 上 的 限制 有 表达 式 
= Q(t,a)di 十 > Q(t,a)da’. (3. 26) 
将 (3. 25) 和 (3. 26) 式 代 入 Frobenius 条 件 (3. 13)' 式 得 到 
a57 ap 

| Pida 十 Fdt 

= (Qsdt + Qida’) A Phda’. 
比较 两 边 含有 dz 的 项 得 到 


人 da 


2 = 2 QS, (3. 27) 

. 见 扣 作为 1 的 函数 请 是 一 阶 线 性 齐 次 方程 组 当 t 二 0 时 ,f*(0,a't!,*… ,a”) 
一 Xo 与 a” 无 关 , 因 此 

Pr(0,a)= | 十 CY 


| 玉 二 xc] 


一 0.. 

故 由 方程 组 (3. 27) 的 解 的 唯一 性 得 知 PB; 必定 是 平凡 解 , 即 P(t,a) 二 0. 这 
样 , 当 1. 次 微分 式 8 限制 在 h 维 子 流 形 (3.23) 上 时 恒 为 零 ,所 以 (3.23) 是 
Pfaff 方程 组 (3.7) 的 积分 流 形 . 

例 3 设 

0 = Pdz 十 Qdy 十 Rdz (3. 28 ) 

是 定义 在 区 域 DC Ri 上 的 1 次 微分 式 ， 处 处 不 为 零 . 根据 Poincaré 引 理 (定理 
2. 5) ,如 果 D 是 圆 球 (或 星 形 区 域 ， 或 可 缩 区 域 ), 则 当 d0 = 0 人 时 9 必 能 写成 一 
个 函数 的 微分 ,0 = df. 我 们 考虑 稍微 广泛 一 点 的 问题 :在 什么 条 件 下 存在 函 
数 4 三 4Cz,y,z), 使 得 1.0 成 为 一 一 个 恰当 微分 式 ?这 就 是 下 面 的 微分 方程 (3. 
29) 的 积分 因子 4 的 存在 性 问题 . 

奉 存 在 函数 4 天 0, 使 得 

A.0=df, 
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其 中 / 是 D 上 的 光滑 函数 , 则 Pfaff 方程 

0 一 0 (3. 29) 
与 df=0 (3. 30) 
是 等 价 的 . 此 时 ,f(z,y,z) 二 c 就 是 Pfaff 方程 (3. 29) 的 2 维 积分 流 形 , 因 此 
Pfaff 方程 (3. 29) 是 完全 可 积 的 . 反 过 来 ,如 果 Pfaff 方程 (3. 29) 是 完全 可 积 
的 , 则 方程 (3. 29) 与 (3. 30) 等 价 , 即 有 函数 4, 使 得 

10 = df. 
由 此 可 见 , 全 微分 方程 (3. 29) 有 积分 因子 的 充分 必要 条 件 为 它 是 完全 可 积 
的 ,因而 根据 定理 3.2 在 D 内 有 


d0 二 0 mod 0. 
根据 第 一 章 的 定理 5. 8, 这 等 价 于 
dg 人 0 三 0 (3.31) 
将 (3. 31) 式 展开 ,得 到 | 
4 人 9 一 || 为 一 到 ty 和 dz+| 时 一 可 dz 和 dz+ 
aP 
十 | 里 一 和 |dz 人 dy| 人 (Pdzx + Qdy + Rdz) 


-区 -到 +q 区 - 刘 


oOQ oP 
即 在 D 上 有 
aR 0 3aP aR QQ ap) 


这 就 是 方程 (3. 29) 有 积分 因子 的 条 件 . 
3 4 外 微分 法 在 几何 中 的 应 用 


外 微分 和 活动 标 架 法 结合 在 一 起 在 微分 几何 学 中 有 广泛 的 应 用 .下 . 
Cartan 曾经 系统 地 发 展 这 种 方法 ,将 它 用 于 各 种 几何 问题 ;陈省身 则 继承 和 发 
扬 这 种 方法 ,通过 自己 的 出 色 工作 使 外 微分 和 活动 标 架 法 成 为 几何 学 界 公 认 
的 强 有 力 手段 . 在 本 节 ,我 们 以 微分 几何 中 的 基本 公式 为 例 , 说 明 外 微分 式 和 
外 微分 的 应 用 . : 

设 4? 是 一 个 3 维 仿 射 空间 . 所 谓 43 中 的 一 个 标 架 是 指 4s 中 的 一 点 及 
伴随 向 量 空 间 V 中 的 一 个 基底 {ei,es,e;) 组 成 的 总 体 {P;ei ,es,e;). 43 中 全 体 
标 架 的 集合 记 为 多 . 

根据 仿 射 空间 的 定义 ,对 于 每 一 个 e ,存在 唯一 的 一 点 P;, 使 得 PP, = e.. 
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所 以 标 架 {了 ;el,ez,e) 可 以 看 成 4: 中 的 以 忆 为 顶点 的 三 楼 形 P-P1PsP;. 

若 在 Y 中 指定 了 一 个 正定 的 内 积 , 则 43 成 为 欧 氏 空间 已 :, 可 以 取 {el,ey， 
es} 为 V 的 单位 正 交 基底 . 此 时 , 称 {P ;el 9C2 ,23 } 为 FE’ 中 的 单位 正 交 标 架 . E: 中 
全 体 单 位 正 交 标 架 的 集合 记 为 多 ,可 以 看 作风 的 子 集 . 

标 架 空间 多 ,多 的 重要 性 在 于 :多 的 元 素 可 以 和 Ei 到 它 自身 的 等 距 变 换 
等 同 起 来 (参看 第 一 章 8 1) ;同样 ,多 的 元 素 可 以 和 A 到 它 自身 的 仿 射 变换 
等 同 起 来 . 按照 下 .Klein 的 观点 ,几何 学 的 研究 对 象 是 在 一 定 的 变换 群 作用 下 
保持 不 变 的 图 形 的 性 质 . 欧 氏 几何 学 是 与 等 距 变换 群 联系 在 一 起 的 ,而 仿 射 几 
何 学 是 与 仿 射 变换 群 联系 在 一 起 的 . 标 架 空间 有 和 多 分 别 是 等 距 变换 群 和 仿 
射 变换 群 作为 图 形 的 一 种 表示 ,使 得 相应 的 变换 群 具体 化 .形象 化 ,因此 标 架 
空间 是 十 分 重要 的 概念 . 

标 架 空间 多 是 12 维 的 光滑 流 形 , 它 是 R2 的 一 个 开 子 流 形 . 实际 上 , 若 在 
多 中 取 定 一 个 元 素 {0:61,6,,6;} , 则 A 中 任意 一 个 标 架 {P:ei,ei,e;) 都 可 以 

OF = a'6, + a’6, 十 a’6,, 
el 一 410| 十 a160, 十 ai0;， 


(4. 1 ) 
e; 一 020 十 az0， 十 az0，， 
es 一 Qi0 十 a30, 十 ai0; ， 
其 中 
det(o ) 天 0. (4. 2) 


反 过 来 ,任意 一 组 数 w ,af,det(a?) 天 0 通过 (4.1) 式 决定 了 多 中 的 一 个 元 素 
《已 ;elyes ,C3}. 所 以 标 架 {P ;ei,e， ,63} 与 矩阵 
a ai a; Qi 


9 det (ai) 天 0 


Q2 al QQ as 


QQ a; a 
是 一 一 对 应 的 . 因此 , 标 架 空间 多 等 同 于 R" 的 开 子 集 Ri xX GL(3), 其 中 


GL(3) 是 3 XxX 3 非 退 化 实 和 矩阵 的 集合 ,故乡 是 R' 的 开 子 流 形 ,a',ai 给 出 了 宛 
中 的 坐标 系 . 


当然 ,多 中 的 坐标 系 不 是 唯一 确定 的 . 若 在 多 中 取 定 另 一 个 标 架 {O'; 
O'1,0 ,,0’,} , 则 在 多 上 得 到 一 -个 新 的 坐标 系 { CQ ',a'l ). 假定 
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OO7 = X6,, 
(4. 3) 


0'; = MO,;， det (dN ) 关 0， 

则 : 

OF =00 + OF = (+ a'%)6,, 
e; =a’!0’; = a’'{M6,, 

所 以 坐标 系 {a ,af} 和 (a”,a'i) 的 变换 公式 是 

| a 二 NW 十 aiW， 


(4.4) 


从 标 架 空间 22 中 看 ,微分 dP ,dei,des,des 无 非 是 daw ,def ,它们 给 出 了 多 
上 的 余 切 标 架 场 . 然而 从 仿 射 空间 43 的 角度 来 看 ,dP ,dei ,de,,des 是 4: 中 的 
切 向 量 , 所 以 它们 能 用 基底 {ei,e;,e;) 表示 出 来 . 假定 
dP = wie 十 wie, 十 wie,, 
dei = wiel 十 wie, 十 wie,,， 
de, = wle, + wte, 4 wie., (4. 5) 
de,s = wiel 十 wie, 十 wie,, 
则 w ,wy 是 多 上 的 一 次 微分 式 . 实际 上 , 若 设 矩阵 (ai) 的 道 矩阵 是 (2) , 则 如是 
a! 的 有 理 分 式 , 即 
站 


1 一 detar)’ (4. 6) 
其 中 4, 表示 在 行列 式 det (at) 中 元 素 ai 的 代数 余子 式 . 于 是 
dP = da'6; = da'bie,, 
de; = dai6; = datbie,, 
所 以 : 
w 一 bda*, 
(4.7) 
wi = bidat. 


由 此 可 见 , {wi,wi) 也 是 多 上 的 余 切 标 架 场 ; 它 与 {da ,daf} 不 同 的 是 , 它 不 依 
赖 于 4? 中 国定 的 标 架 {0;6,,6:,6;} 的 选取 .事实 上 , 若 对 (4. 4) 式 求 微分 ,得 
到 

da’ = Xda’’, 
| da’ = Nda't. 
用 (6'i) 表示 矩阵 (a'i) 的 逆 矩 阵 , 则 由 (4. 4) 得 到 

b's = Mb’, 

所 以 
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wi = bida* 一 bpda = b'ida’'*. 
我 们 把 w ,wi 称 为 A 中 活动 标 架 的 相对 分 量 . 
分 别 将 已 ,e; 看 成 2 上 的 坐标 函数 ,af 的 数组 , 即 P = (a',a?,a’),e; 一 
(a} ,az,a?) ,对 (4.5) 式 求 外 微分 ,得 到 
0 = d(dP) = d(wie) (dwi — w’ Aw)ei， 
0 = d(de:) = d(we)) (dw — wt M wh)e,, 


| 太一 pda = bXNda’'’ = 入 da， 


所 以 
{ne 6 
它们 称 为 仿 射 空间 4 的 结构 方程 . 若 对 (4. 7) 式 直接 求 外 微分 ,也 能 得 到 这 组 
同样 的 方程 . 
实际 上 ,从 (4.7) 式 得 到 

dw’ = db, A da“， 

dw! = dbi NM dar. 
但 是 


0 = d(biat) = dbl.* at 十 bidai, 
db 一 一 blidaibs. 
将 上 式 代 入 dwi,dwi 的 表达 式 得 到 
dw'=— bida‘br 人 da 
=—wAw=w Nw, 
dwi=— bidalbt A dat 
=— wiAw=w Nw. 
这 正好 是 (4. 8) 式 . 
前 面 已 经 提 到 过 ,单位 正 交 标 架空 间 多 可 以 看 成 的 于 集 ,用 i: 多 
光 记 包 含 映射 . 假设 固定 标 架 {O;6,,6s,6,) 是 单位 正 交 标 架 ,那么 


3 
DP ato si) 一 2，1 委 1 委 3. (4. 9) 
因此 多 可 以 和 R: x 0(3) 等 同 起 来 , 它 是 罗 的 6 维 庶 和 人 子 流 形 (第 二 章 , 8 5， 
3°). 
对 (4. 9) 式 求 微分 得 到 
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i* (aida?) + i* (atda*) = 0， 
即 
i*wi i*w = 0. (4. 10) 
因此 ,将 w ,wi 经 过 映射 i 拉 回 到 多 得 到 6 个 1 次 微分 式 
lw 71*w, 1003， 
(4.11) 


"x2 A%,,l x03 Ax*,,] "xX ,3 XX,,2 


它们 构成 到 上 的 余 切 标 架 场 , 称 为 五 ;s 中 活动 标 架 的 相对 分 量 . 
事实 上 ,如 果 用 {P;e ,ez,e3) 表示 单位 正 交 标 架 , 设 OF = ai6,,e; = ai6,， 
那么 (af) € 0(3), 因 而 (a?) 的 逆 和 矩阵 就 是 它 的 转 置 , 故 
b! 一 0 
因此 E? 中 活动 标 架 的 相对 分 量 是 
| 一 > jatda’, 


(4.7) 
wi 一 > jatdat 
(这 里 省 略 了 记号 生 ). 由 于 >,aiaf = 6,, 故 直接 微分 得 到 
ow! 十 oF 一 0， 


此 即 (4. 10) 式 . 


由 于 诱导 映射 i 与 外 积 、. 外 微分 都 是 可 交换 的 ,因此 在 区 上 相对 分 量 所 
满足 的 公式 在 多 上 仍然 成 立 . 特别 是 ,E? 的 结构 方程 为 
d(i*w)=i*w Mi*w, 
| d (i*w) =71*w Ai*ow. 
为 记号 简洁 起 见 ,今后 省 掉 记 号 i* 不 写 . 考虑 到 在 空间 多 上 相对 分 量 wi 关于 
指标 i,j 的 反对 称 性 , (4. 12) 的 第 二 组 方程 只 是 


di = 一 四 人 加， 
dw? 一 w? 人 wi, (4.13) 


(4. 12) 


dw; 一 一 wo? 人 wi. 
(4. 13) 式 也 可 以 通过 对 (4. 7)' 式 直 接 求 外 微分 得 到 . 
因为 向 量 空 间 V 有 两 个 定向 ,相应 地 ,E? 中 的 标 架 分 为 右手 标 架 和 左手 
标 架 两 种 . 假定 (10O ;0 ,O02 ,Os} 是 右手 标 架 , 则 ‘(PP ;ei ,C2 ,C3} 是 右手 标 架 还 是 左 


手 标 架 视 行 列 式 det(ai) 的 值 为 正 还 是 负 而 定 . 很 明显 , 按 这 种 规则 ,空间 多 
和 多 分别 有 两 个 连通 分 支 . 
在 用 活动 标 架 研究 空间 EF 的 几何 时 ,通常 对 所 研究 的 图 形 的 每 一 点 附加 


上 一 个 标 架 ,从 而 使 EB; 中 的 图 形成 为 多 中 的 子 集 . 例如 , 设 U 是 EF 中 一 个 开 
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区 域 ,其 中 有 曲 纹 坐 标 (xi,ze ,za) ,于 是 


r = OF = Q (ul ,uU’ su )6.,, (4.14) 
a (xl 0) 是 ,ww? ,ws 的 光滑 函数 . 仿 
9 ds 
7; CO Dll Ey (4. 15) 
则 在 U 上 有 光滑 的 自然 标 架 场 {7 ;ri,r,,7;}. 令 
3 
da* Aa* .. 
gi 二 7;* r= = 一 一 一 ， 1 二 71,7] 三 3， (4.16) 
2 Adu’ Au! 
它们 是 目 然 标 架 的 度量 系数 . 在 第 一 章 8》 3 已 算出 
dy 
he -一 Tr,, (4. 17) 
其 中 
:1 “| ey du _ oi, 
Ly; 一 > 8 yr 十 ei ye | (4.18) 
(参看 第 一 章 § 3, (3.17) 式 ). 因此 
dr = r,du’， 
NW; (4. 19) 
dr, = Fd = Tduir,, 


按照 我 们 现在 的 记号 则 有 


w’ = dx， 
| , z (4. 20) 
wr = Tdu. 
由 于 三 7, 故 直 接 验 证 得 到 
dw 一 A w=— Tidu’ MA du = 0. 
另外 ,由 (4. 8) 的 第 二 式 得 到 
do/ — ow ho 


7 
= qu A dat — Th Thdu: A du 


1191 ory 


二 本 | 这 一 和 十 To 一 Te Mdw =0, 
即 
oar D77 
0 (4. 21) 


对 照 第 五 章 (3.2) 式 可 知 U 上 的 曲率 张 量 R4 恒 为 零 . 当然 , 若 用 (4. 16),(4. 
17) 代入 (4. 21) 的 左边 ,也 能 得 到 上 面 的 恒等式 . 

如 果 将 目 然 标 架 场 tr;riorzyrs} 作 Schmidt 正 交 化 , 则 得 定义 在 UU 上 的 单 
位 正 交 标 架 场 {r ;el,e;,es) ,其 中 
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61 一 一 71， 


7 | / 
B11 
1 
三 一 一 一 天 一 (8&a7， 一 £171)), 
V B11 V 811822 一 £12 


e3 一 El X e,. 
一 般 的 单位 正 交 标 架 场 与 上 述 标 架 场 至 多 逐 点 差 一 个 正 交 变 换 . 
现在 假定 7 : D(C R) 一 R’ 是 一 张 正 则 曲面 , 记 DD 内 的 直角 坐标 为 a， 


CE2 


六 一 纯 ， Q& 一 1,2， (4. 22 ) 
则 ri Xr7, 天 0. 设 
7Xr， 
n 一 | (4. 23) 


则 得 到 沿 曲 面 定 义 的 自然 标 架 场 {r;7i ,7;,n} ,其 中 ,rs 是 曲面 的 切 向 量 ,n 是 
曲面 的 单位 法 向 量 . 令 


go 一 1 .76 1 入 na 入 2， (4. 24) 
则 通过 计算 可 得 
Wa 
3 -一 Tary 十 baan, (4. 25) 
其 中 
gg ggo gg 
Me ae ar ta ml) 
(4. 26) 
91。 
bap 二 一 2 。 NN, 
由 此 得 到 这 个 依赖 2 个 参数 的 标 架 场 的 相对 分 量 是 
w= du, w= 0, 
wx = Tigduf, wi 一 bsdus, (4. 27) 
ws 二 一 gw 一 一 g" bredur, wi 一 0. 


注意 到 曲面 的 第 一 基本 形式 是 
T= dr .dr = gadu’du®, 
它 的 第 二 基本 形式 是 
1 = dir.n=— dr. da 一 bodzxedz 
而 自然 标 架 场 的 相对 分 量 (4. 27) 是 由 曲面 的 两 个 基本 形式 完全 确定 的 . 将 曲 


面 的 自然 标 架 场 看 成 是 在 标 架空 间 多 中 的 对 入 ,所 以 结构 方程 (4. 8) 限制 在 
曲面 上 时 仍然 成 立 . 第 一 组 方程 是 ; 
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dw =w Aw A wt 
一 有 da 人 dz 


=—3 (Ty — Ty)du?s A di 


de =w Aw Aw 
=— basedu” 人 dur 


= (6 — ba) du A due 


一 0， 
它们 没有 给 出 更 多 的 信息 . 第 二 组 方程 是 : 
dws = ws A ow + wa NM wh, 
dws = ws 人 wh. 
将 它们 展开 ,第 一 式 是 
aT ol 


Ms 和 MN” 十 TDS, TTy 一 g™ (bobr 一 DO7r) 9 (4. 28) 、 
这 正好 是 曲面 的 Gauss 方程 .第 二 式 是 
WV, WV, 
3 一 3 一 1 rp 一 T'sbry (4. 29) 


它们 正好 是 曲面 的 Codazzi 方程 . 所 以 ,曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 
的 系数 之 间 有 密切 的 联系 ,不 是 互相 独立 的 . : 
至 此 ,曲面 论 基本 定理 可 以 归结 为 某 个 Pfaff 方程 组 的 完全 可 积 性 . 假定 
在 区 域 U C R: 上 给 出 两 个 2 次 微分 式 
p= 8cpdxedzx' ， gop 一 8pui 
J = booedu’du’, bg 一 Opov， 
其 中 和 矩阵 (gs) 是 正定 的 ,而 且 go 满足 Gauss 方程 (4. 28) 和 Codazzi 方程 


(4. 29). 根据 已 知 的 gspypo 以 及 (4. 26) 式 ,构造 定义 在 空间 D X 多 上 的 Pfaff 
方程 组 : 

0 = ww — du’ = 0,， 

太古 一 0， 

bp = ws — Thdu’ 一 0， 

0 = wi — bydu” = 0,， 

0 = ws gbadu’ 一 0， 


3 一 一 3 _ 
3 三 3 二 0， 


其 中 wo 是 在 多 上 由 (4.7) 式 定 义 的 1 次 微分 式 . 这 是 14 维 空间 UX 浓 上 


(4. 30) 
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多 上 的 相对 分 量 wi ,wi 满足 结构 方程 (4. 8) ,并 且 gp ,po 满足 Gauss-Codazzi 方 
程 (4.28) 和 (4. 29), 因 此 
dy” =dw =wo Aw Nw 
一 (wp 一 dus) A 十 人 ws 十 dur 人 和 (ws 一 T'sydu’) 
二 0 人 w+ 人 ww 二 dus 人 (6 ， 
同 理 ,我们 有 
d03 一 0 入 加 十 do 和 人 0 十 0 入 oa， 
dp 一 0 人 过 十 Tod A B+ A we bsdus A oa, 
d0 =0 A + Tidu AB+ow 入 四， 
d0 = 0 Nw g brydu 入 大 十 用 入 
d03 一 人 os 一 grdxt AB+HA wi. 
由 此 可 见 ,方程 组 (4. 30) 满足 Frobenius 条 件 . 根据 定理 3.2, 在 U X 多 中 存 
在 一 个 2 维 子 流 形 , 即 在 空中 有 一 个 依赖 两 个 参数 的 标 架 族 w 一 woa ,zx2) ,at 
= ai(u1,w?) ,使 得 它 以 (4.27) 为 其 相对 分 量 . 在 适当 取 初 始 值 之 后 ,该 标 架 族 
的 原点 在 EF 中 描 出 以 p,y 为 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 曲面 . 
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本 市 的 目的 是 在 m 维 有 向 光滑 流 形 M 上 定义 m 次 外 微分 式 的 积分 . 实质 
上 该 积分 是 m 重 黎 曼 积 分 ,关键 是 如 何 进行 大 范围 的 .与 局 部 坐标 系 的 选取 
无 关 的 处 理 . 积分 是 把 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联系 起 来 的 有 力 手段 ,在 理 
论 上 有 很 多 应 用 . 本 节 的 最 后 部 分 要 把 外 微分 式 通过 积分 看 作 M 的 下 链 群 上 
的 线性 函数 ,从 而 建立 了 deRham 上 同调 群 与 M 的 奇异 上 同调 群 的 联系 .在 这 
里 ,Stokes 定理 起 着 关键 的 作用 . 

假定 凡是 满足 第 二 可 数 公理 的 思维 有 向 光滑 流 形 . 设 wE A (M),w 的 支 
撑 集 定义 为 

Suppo = {p € M: w(p) #0). (5. 1) 
M 上 全 体 有 紧 致 支撑 集 的 7 次 外 微分 式 的 集合 记 作 4o" CM). 我们 要 定义 的 积 


分 | 是 指 线性 映射 


| : A.”(M)— R. 


M 


先 对 特殊 的 外 微分 式 % 定 义 [2. 设 w€ As"(M), 并 且 有 MM 的 一 个 定向 相 
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符 的 坐标 卡 (U ,9) ,使 得 Suppw CU. 这 样 
wm = 0, wlv = adzx! 人 … A dz”, (5. 2) 
其 中 a € C™(U),Suppa = Suppw CU,{zx'} 是 上 由 坐标 映射 决定 的 局 部 
坐标 系 . 因为 Suppa 是 紧 致 的 , 故 m 重 歼 曼 积分 
| (a °F 1')dzrldr” 


AD) 


是 一 个 有 限 的 数值 . 因此 我 们 规定 
| 一 | (a °F ')drx'*dr”. (5. 3) 


M pgU) 


值得 指出 的 是 ,在 写 出 (5.3) 式 右 端 的 双重 积分 时 ,要 求 局 部 坐标 系 (U ;x') 的 
定 问 与 M 的 定 同 是 一 致 的 . 

上 面 的 定义 与 定向 相符 的 坐标 卡 (U ,9) 的 选取 无 关 . 设 (V,y) 是 为 一 个 
定向 相符 的 坐标 卡 , 使 得 Suppw CV. 设 {y})} 是 V 上 由 坐标 映射 y 给 出 的 局 部 
坐标 系 , 则 

wl|mv = 0， 
wly = bdy! 入 … 人 dy”， 
其 中 0 E C~(V),Supp 5 = Supp wCy. 于 是 ,在 my 上 有 
adzZL 人 … 人 dx” 
=bdy 和 … 人 dy 


Fr dt 人 人 dz”， 


一 0 
故 
aq(y! se ,yy”) 
g(r! 9 ,XT ) 
由 于 (U,V,(V,y) 是 M 的 定向 相符 的 坐标 卡 , 故 坐标 变换 J。y7! 的 Jacobi 行 
列 式 : 


ao9 = (0 ) Yo )). (5. 4) 


1 Oss mm 
3 0 (5. 5) 


9(Z ，，…，Z7) 
根据 重 积分 的 变量 替换 公式 和 (5.4),(5.5) 式 , 我 们 有 
| egrDdya = | GDdyedom 


gOV) gyUNV) 


— o 1 一 1 o 。 m1 。 9Cy ，…，y”) 1 ,od om 
= | C6). fog')) I dzieedz 
KUNV) : 
= | Cag ddridr" = | (a eg drede”. (5. 6) 


HUNV) HU) 


当 w 是 等 微分 式 时 ,由 定义 式 (5. 3) 得 到 
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|"= 0. (5..7) 
M 


现在 考虑 一 般 情形 , 设 wE A?(M). 取 MM 的 定向 相符 的 坐标 卡 集 {(U，， 
) ) ,使 得 ({U。} 构成 M 的 局 部 有 限 开 覆 盖 , 在 U。 上 由 %% 决 定 的 局 部 坐标 系 为 
(Xe), 设 
wl|y 一 adzo 人 … 人 dz， (5. 8) 
其 中 a E C™(U,). 
根据 单位 分 解 定 理 ( 第 二 章 § 2, 定 理 2.7), 在 M 上 有 从 属于 {0。) 的 单位 
分 解 {h。} ,其 中 Supphs CC Us,hs€ C~(M) ,hs 之 0,》)h = 二 1, 因此 


=w. Dh, = > hw), (5. 9) 


其 中 心 .wE Ao”(M), 并 且 

Supp (hs,* w) = Supph, 门 Suppw CU, {| Suppw. 
由 于 Suppw 是 紧 致 的 , 故 Suppw 与 局 部 有 限 开 和 覆盖 (1U。) 中 至 多 有 限 多 个 成 员 
相交 ,因此 (5. 9) 式 的 右 端 至 多 是 有 限 多 项 的 和 . 另外 ,(5. 9) 式 右 端的 每 一 
h。* w 的 支撑 集 Supp(h。， w) 包含 在 坐标 域 U。 内 , 故 (5.3) 式 可 用 于 h。*w 得 


到 数值 |h。* w. 这样 ,利用 映射 | 的 线性 性 质 , 令 
j= | Dh 5 .= 5 | Ch a) 中 Ddzadze 


(5. 10) 
我 们 要 证 明 :(5.10) 式 右 端 的 值 与 光滑 流 形 M 的 定向 相符 的 局 部 有 限 坐 
标 有 覆盖 1(U。,9)} 的 选取 无 关 , 与 从 属于 {0。) 的 单位 分 解 (4。} 的 选取 也 无 关 . 
为 此 , 设 i(Vi,Ji)} 是 MM 的 为 一 个 定向 相符 的 坐标 卡 集 ， ,使 得 (7 是 M 的 
局 部 有 限 的 开 和 覆盖 ,并 日 {g;} 是 从 属于 {(Y)} 的 单位 分 解 . 假定 坐标 映射 内 在 
V; 上 决定 的 局 部 坐标 系 为 {yx ) ,并 设 
wl|y, = bdyr A * A dy， (5.11) 
其 中 bE CCVD). 当 Us 站 VV 了 关 0 时 ,在 U。 人 站 Vi 上 有 两 个 局 部 坐标 系 4xo} 和 
{yx}. 因为 它们 的 定向 都 是 和 M 的 定向 相符 的 , 故 


9(Xa ,s** ,Ta ) >0. 
比较 (5.8) 和 (5. 11) 两 式 得 到 ,在 9.(U。 人 站 V,) 上 有 
QCYyl ,se ,yy 
dso pe = (bog ) oo (f° pp  )) 2 


由 于 {h。} 是 单位 分 解 , 故 
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[54)1, 


一 一 9 


所 以 
| (Cg 内- dyriend yy 


4 yet) 


2 
5 | OD gD) Cpe b) ep) «dyerdys 


av 


| 


一 >， >» | (he ga B21) of)» dyedyr, 


4 pV) 


其 中 Supp (gi* 6b) 是 紧 致 的 , 故 上 式 关于 a 也 是 有 限 项 的 和 . 又 因为 
Supp(P Si 606) CU, NV, 


利用 (5. 6) 式 得 到 
>， | ((gx 。 bi) ° pg 1) 。 dyai*"d yx” 


4 cy) 


=5 | ab) orD docdyme 


ha Vaf Ue) 


=5 | aha) HD) ded 


he yp UNV,) 


_ 5 | (Ogi° 9 多 (CA as) op ') 。dzodZa 


< ytU) 4 


= 2 | ((h.: .1') qd 


” 包 (D。) 


由 此 可 见 , 由 (5. 10) sere 与 坐标 卡 集 {(U,,9)) 及 单位 分 解 {h) 


的 选取 是 无 关 的 . 
定义 5.1 设 必 是 满足 第 二 可 数 公理 的 m 维 有 向 光滑 流 形 , 则 对 于 任意 


的 有 紧 致 支撑 集 的 几 次 外 微分 式 w, 由 (5. 10) 所 定义 的 数值 |w 称 为 在 M 上 


的 积分 . 
很 明显 ,如果 w,7 € A”(M),A4€R, 则 


| + + 
pe 


由 此 可 见 ,映射 | : 4,”"CM) 一 R 是 线性 的 我 们 把 区 时 称 为 在 M 上 的 积分 . 
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大 M 是 连通 的 光滑 流 形 , 则 第 二 章 8$ 6 告诉 我 们 ,在 M 上 有 两 种 定向 .将 
的 定向 履 为 相反 的 定向 ， 所 得 的 有 问 光 滑 流 形 记 作 
M” , 则 由 积分 的 定义 可 知 


|»=- | w, VwE A”M). (5. 12) 
i nr 


如 采 wE Av(M)(r 一 m), 则 能 定义 “在 MM 的 r+ 维 有 向 子 流 形 上 的 积分 . 
确切 地 说 , 设 入 是 满足 第 二 可 数 公理 的 r 维 有 向 光滑 流 形 ,f: N 一 M 是 MM 的 


光滑 符 入 子 流 形 , 则 广 w E As(N), 故 积分 |/"w 是 有 意义 的 ,并 记 


| = | 六 w (5. 13) 


fCN) N 
车 (f,N) 是 M 的 浸入 子 流 形 , 则 (5.13) 式 右 端 仍然 是 有 意义 的 . 
关于 外 微分 式 的 积分 的 基本 定理 是 所 谓 的 Stokes 定理 , 它 是 微 积分 基本 
定理 在 高 维 情 形 的 推广 . 
定理 5.1(Stokes 定理 ) ” 设 M 是 满足 第 二 可 数 公 理 的 m 维 有 向 带 边 光滑 
流 形 ,w € Ao”1CM), 则 
ja = 一 上 du ， (5.14) 


9M 


其 中 9M 是 第 二 章 § 6 中 所 述 的 m 一 1 维 光滑 流 形 , 具 有 从 M 诱导 的 定向 . 
: 9M 一 M 是 包含 映射 ,使 (i,9M) 成 为 M 的 能 入 子 流 形 . 
证 明 .， 设 (1(U。,9.)} 是 以 的 定向 相符 的 坐标 卡 集 , 使 得 {0。} 成 为 M 的 局 
部 有 限 的 开 覆 盖 ; {h.) 是 从 属于 {U0。) 的 单位 分 解 , 则 


w= Thy “w= >) (he: w) 


因为 支撑 集 Suppw 是 紧 致 的 , 故 Suppw 只 与 {U。) 中 有 限 多 个 成 员 相 交 , 因此 
上 式 的 末端 只 是 有 限 多 项 的 和 ,于 是 


并 且 


所 以 ,只 要 对 于 每 一 个 < 证 明 下 式 成 立 就 可 以 了 : 
ao. 。w) 一 jet 。 0w). 


注意 到 此 时 外 微分 式 A。w 的 特性 是 
Supp (ha w) C Supph, | Suppw CU,, 
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即 支 撑 集 Supp (As w) 是 紧 致 的 ,并 且 包 含 在 坐标 域 .内 . 这 样 ,我 们 已 经 把 
问题 归结 为 对 于 具有 如 下 性 质 的 mx 一 1 次 外 微分 式 w 证 明 (5.14) 式 :Suppw 
是 紧 致 的 ,并 且 存 在 M 的 定向 相符 的 坐标 卡 (U ,9) ,使 得 Suppw CU. 

令 zi(p) 二 (9(p))' ,VY EL. 假定 ow 的 局 部 坐标 表达 式 是 


wy = 》1 (一 Trialdzl A A dx’ A 人 dzn， (5. 15) 
其 中 a; € C™(U), 且 Suppa; CU. 它 的 外 微分 dw 的 表达 式 成 为 


dw|, = | 2 入 |dz A … 人 dz”. (5. 16) 


下 面 分 两 种 情形 进行 讨论 . 
(DU 门 9M = 名. 此 时 ， 
UCIntM, i1*w=0, 
故 (5.14) 式 的 右 端 为 零 . 我 们 的 目标 是 证 明 (5.14) 式 的 左 端 也 是 零 . 由 于 
Suppw 是 紧 的 , 故 不 妨 设 CD) C HH" 是 有 界 的 开 区 域 ,因此 有 充分 大 的 ,使 
得 
pCU) CH” /IC, 
其 中 
C= {ry EGR: |r|<K,Yi1). (5.17) 
现在 
Supp (la; "7 ) C 9(U), 
而 gCU) NSupp (a;。97') 是 开 集 ,所 以 可 以 让 函数 a;。yg "光滑 地 延 拓 到 整个 
H” 由 C ,使 得 它 在 CD) 外 的 值 为 零 . 由 于 UC IntM, 故 
Supp(a; °° 91) C9U) CIntH”, 
所 以 扩充 后 的 函数 a;。9g 在 HH" 站 CC 的 边界 上 皆 取 零 值 . 这 样 , 对 于 1 和 7 私 
7 一 有 


Qz; 


a) op) 
| OF dz7 
一 天 


QQ;° P (Xx, ,XT! 1!， 一 天 ,Zi 9 ,7 ) 
一 0. (5.18) 
同时 
天 
| dz 
QZ 


0 


一 mw ° PCZ 天) 一 dm ° OZ ,TX” 1,0) 
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Iz|I<K 0 
(2)77Pmna 关 好 .此 时 (,p) 是 M 的 定向 相符 的 坐标 卡 ,并 且 

UNaM= {p EU: (gp))” = 0). (5. 19) 

如 在 情形 (1) 所 述 ,可取 充分 大 的 天 ,使 得 
PCUD CH”NNC, 
其 中 C 是 如 (5.17) 给 出 的 方 体 . 由 于 
Supp(a;° 9 ') CC PCU)， 

而 gCU)NSupp (la)。9 !) 是 开 集 , 故 每 一 个 函数 a;。9 ' 可 以 光滑 地 延 拓 到 整个 
H” 门 C, 使 得 它 在 gCU) 外 的 值 为 零 . 特别 是 ,扩充 后 的 函数 a;。y 在 HH” 让 
C 的 边界 上 除了 aa 五" 站 C 以 外 的 值 皆 为 零 .这 样 ,我 们 有 


lu 加 | | 3 a(aj° dxteda” 


Qz7 
M AU) 7 一 1 
人 9 .0 一 上 
一 | Ca, a ) gx dx” 
pe ax 
H”NC 


-一 -一 | Om oO 0 (ZL ,ZX 1 0)dzl…dzm 1 


Iz|<K 
1 和 mm 一 1 
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对 于 边界 流 形 aM 来 说 ,(5. 19) 式 表明 U 门 9M 是 2M 的 坐标 域 ,具有 诱 
导 定 向 的 局 部 坐标 系 由 (一 1)”"zx! ,zx?,… ,zx”1! 给 出 ,并 有 目 x” = 二 0. 因为 
Suppli*w|jwy) CU NM aM, 
所 以 


aM UNaM 


一 | SC 1) 一 aidzl 人 … 人 和 dzz A A dr” 


Da 一 1 


= | (一 D”tiasdz! A … A dz 
UNoM 


HU) NaH™ 


| Ca _ 。 Or1)dzldzmr-1 


-一 一 一 | Om Oo OD (ZL ,TX™ 1,0)dzrieedr” 1 ， 


< 入 :Mi 一 1 


其 中 第 3 个 等 号 用 到 了 在 U 站 9M 上 的 诱导 定向 , 故 有 
J 上- 上 w. 


定义 5.2 没 MM 是 加 维 光 少 流 形 ， D 是 MM 的 闭 子 集 , 并 且 DD 的 内 部 IntD 
天 入. 如果 对 于 任意 一 点 p € D\NIntD, 存 在 点 p 的 坐标 卡 (U ,9) ,使 得 
UND={p EU: (pg(p))” > 0), 

则 称 D 是 MM 中 的 带 边区 域 ,9D = DNIntD 称 为 DD 的 边界 . 

很 明显 ,M 中 的 带 边区 域 DD 本身 是 一 个 m 维 带 边 流 形 . 如 果 M 是 有 向 光 
沸 流 形 , 则 MM 在 D 上 就 有 诱导 的 定向 ,从 而 如 第 二 章 $ 6 所 说 的 那样 ,在 aD 上 
也 诱导 出 一 个 确定 的 定向 . 这 样 ,由 Stokes 定理 得 到 : 

推论 5.2 ” 设 刀 是 痉 维 有 向 光滑 流 形 M 中 的 一 个 带 边 区 域 ,假定 MM 满足 
第 二 可 数 公 理 , 则 对 于 任意 的 wE A,” 1(M) 有 


中 一 | (5. 20) 


目 然 ,Stokes 定理 包括 了 微 积分 学 中 的 Green 公式 .Gauss 公式 和 Stokes 
公式 作为 特例 . z 
例 1 设 D 是 R 中 的 一 个 有 界 闭 区 域 ,其 定向 与 R’ 一 致 .在 DD 的 边界 3D 


证 毕 . 
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上 的 诱导 定向 是 在 沿 着 9D 的 正 向 行进 时 ,区 域 D 的 内 部 落 在 行进 者 的 左边 ， 

即 9D 的 正 向 与 指向 DD 的 内 部 的 法 向 量 构 成 与 R’ 的 定向 一 致 的 标 架 . 设 P,Q 
是 D 上 的 光滑 函数 ( 即 P， 全 可 只 延 拓 为 包含 人 在 内 的 一 一 个 开 区 域内 的 光滑 孙 
数 ). 令 


w = Pdz 十 Qdy， 
则 
dw 一 | 一 $y de A dy. 
由 (5. 20) 式 得 到 
0 
| Ei 国 dzdy 一 一 ja = 一 |"- JPar 十 Qdy. 
这 就 是 经 典 的 Green 公式 . 


例 2 ” 设 刀 是 R 中 的 有 界 闭 区 域 ,其 定向 与 Rs 一致, 在 32D 上 的 诱导 定向 
以 外 法 向 量 作为 正 向 (参看 第 二 章 § 6) , 设 P,Q,R 是 DD 上 的 光滑 函数 , 令 
p= Pdy A dz++ Qdz 和 A 人 dz 十 Rdz A dy, 
则 


dg = [入 + 多 + 各 过 |dz 和 dyAdz 


由 Stokes 定理 得 到 
| Paydz 十 QQdzdzx 十 Rdzdy 


四 


这 就 是 经 典 的 Gauss 公式 ,其 中 左 端 是 第 二 型 曲面 积分 . 
“ 例 3 设 S 是 Ri 中 一 块 有 向 曲面 ,其 边界 3S 是 光滑 简单 闭 曲 线 , 具 有 从 
S 诱导 的 定向 . P.Q、R 是 包含 5S 在 内 的 一 个 区 域 上 的 光滑 函数 , 令 
w = Pdz 十 Qdy 十 Rdz， 
则 
oP 


aR ap 3aR aQ | 
do 一 | 和 一 有 |[ 先 一 化 | Ai 人 全 | az Ady 
由 Stokes 定理 得 到 ， 、 
JPas + Qdy + Re 
ak RQ oP 
-| 一 全 | + 入 a dzd 二 | 全 一 号 jdedy 


这 正好 是 经 典 的 Stokes 公式 . 
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最 后 ,我 们 顺便 提 一 下 Stokes 定理 在 拓扑 学 上 的 含义 . 在 这 里 我 们 只 能 
作 一 个 简要 的 说 明 , 对 8 2 所 叙述 的 deRham 定理 作 一 些 解释 .有 关 的 拓扑 学 
概念 可 进一步 查阅 [5] 或 [13]. 

设 a ,al,… ,a 是 n 维 欧 氏 空间 EF" 中 的 7 十 1 个 点 ,使 得 向 量 aial ,… aa 
是 线性 无 关 的 , 则 点 集 


5 二 {二 Na 十 下 十 Nha’: > 一 1 过 0) 
i=0 


称 为 以 a?,a!,… ,a’ 为 顶点 的 + 维 单 形 , 记 作 
5 = (a ,a ,"** ,Qa ). 
所 谓 0 维 单 形 就 是 一 个 点 ,1 维 单 形 是 一 条 线段 ,2 维 单 形 是 一 个 三 角形 . 一般 
地 ,r 维 单 形 有 ~ 十 1 个 7 一 1 维 面 ,它们 是 
: (a di a),0 Cir. (5. 21) 
所 谓 一 个 复 形 天 是 指 欧 氏 空间 E” 中 的 单 形 组 成 的 一 个 有 限 集 , 使 得 : 
(1) 如 果 ”E 下, 则 s 的 任意 一 个 面 也 属于 到 ; 
(2) 如 果 s,t 是 K 中 的 任意 两 个 单 形 , 那 么 或 者 s 门 + = 好 ,或 者 > 门 上 是 
s 的 一 个 面 , 也 是 上 的 一 个 面 . 这 样 的 两 个 单 形 s,t 称 为 是 规则 相处 的 . 
若 了 = (a? ,a ,… ,a ) 是 一 个 单 形 , 则 s 的 顶点 的 排列 分 为 两 组 ,在 每 一 组 
中 任意 两 个 排列 之 间 差 一 个 偶 置 换 , 而 属于 不 同 组 的 两 个 排列 之 间 差 一 个 奇 
置换 . 每 一 组 排列 叫做 * 的 一 个 定向 . 选 定 了 一 个 定向 的 单 形 叫做 有 向 单 形 ， 
并 且 记 
5 一 Q0al…ar， (5. 22) 
即 s* 是 由 顺序 的 顶点 a*,a!l，,…,a’ 给 出 的 有 向 单 形 . 实际 上 ,在 有 向 单 形 s 所 在 
的 7 维 欧 氏 空间 中 赋予 一 个 定向 , 它 是 由 {45Qi,… ,aow} 给 出 的 , 则 有 向 单 形 y 
可 以 看 作 单 形 s"、 并 且 被 赋予 从 这 个 有 向 的 + 维 欧 氏 空间 诱导 的 定向 ,使 得 s 
成 为 有 向 的 有 界 闭 区 域 . 
设 KK 是 一 个 复 形 , 并 且 对 于 中 每 一 个 单 形 都 指定 了 一 个 定向 ,那么 下 
的 > 维 有 向 单 形 的 整 系数 线性 组 合 称 为 天 的 一 个 ~ 维 链 .天 的 全 体 ~ 维 链 的 集 
合 是 一 个 加 法 群 , 记 为 C,(K), 称 作 居 的 (下 ) 链 群 . 当然 ,每 一 个 单 形 有 两 个 
定向 ,因此 链 群 C,(K) 与 属于 天 的 > 维 单 形 的 定向 的 指定 有 关 . 但 是 对 于 定向 
的 不 同 的 指定 ,所 得 的 链 群 是 彼此 同 构 的 . 
对 于 任意 一 个 有 向 单 形 5 == aral…a’, 令 


r 


2 一 (~ lia aina’, r>0. (5. 23) 


1 一 0 


将 9 在 C,(K) 上 作 线 性 扩张 ,所 以 3 成 为 从 C (天 ) 到 C,_1(K) 的 线性 映射 , 称 
为 边缘 算 子 . 
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把 有 回 单 形 * 看 作 前 面 所 说 的 7 维 欧 氏 空间 中 的 有 向 有 界 闭 区 域 , 它 的 
边界 由 7 十 1 个 r 一 1 维 面 (5.21) 组 成 .根据 有 向 区 域 在 其 边界 上 诱导 定向 的 
规则 (第 二 章 $6) ,由 于 

aalea” 一 (一 1 ) 一 too。 ainda'a’, 


这 里 假定 0 过 i 夺 7, 故 所 的 定向 也 是 由 有 序 向 量 组 


{(— 1)" aial, .ala ,ara Ti,... ,a ,a ) 
给 出 的 ,所 以 在 第 i 个 7 一 1 维 面 (a',al,…,a'…a’) 上 的 诱导 定向 是 由 
{(— 1). (~ 1)"iaial 一 (一 Doe ara, aiaTi,... ,a ) 
给 出 的 , 它 恰好 是 有 向 单 形 ( 一 1)'aa'… 全 :三 0 的 情形 也 可 作 类 似 的 


解释 由 此 可 见 ， 边缘 算 子 3 在 有 疝 单 形 上 作用 的 结果 是 一 电 一 1 维 有 问 单 
形 的 和 ,它们 的 定向 恰好 是 按照 有 向 带 边区 域 在 边界 上 诱导 定向 的 规则 从 有 
门 单 形 s 诱导 而 来 的 . 换言之 ,Stokes 定理 可 用 于 s , 即 如 果 w 是 定义 在 7 维 欧 
氏 空间 天 上 的 7 一 1 次 外 微分 式 , 那 么 


[EB 一 | (5. 24) 


现在 假定 M 是 一 个 紧 致 的 m 维 光滑 流 形 . 我们 说 M 有 一 个 三 角 部 分 ,如 
果 存 在 一 个 复 形 ,以 及 从 多 面体 |KK| 到 MM 的 一 个 同 胚 h : |K| 一 M, 使 得 对 
于 天 中 每 一 个 ~ 维 单 形 ,映射 Al: :一 M 有 一 个 在 单 形 : 所 在 的 -~ 维 欧 氏 空 
间 中 包含 : 的 某 个 开 子 集 避 上 的 延 拓 户 , 使 得 六 :7 一 M 成 为 M 的 一 个 ~ 维 
光滑 子 流 形 . 可 以 证 明 每 一 个 紧 致 光滑 流 形 都 有 三 角 剖 分 ,其 证 明 是 困难 的 . 
因此 ,我 们 在 这 里 假定 M 是 有 三 角 剖 分 C(M, 开 ,) 的 m 维 紧 致 光滑 流 形 . 

这 样 , 每 一 个 7 次 外 微分 式 w € A CM) 借助 于 积分 可 以 看 成 从 下 链 群 
C,(K) 到 RR 的 线性 映射 f,(w) : C,(K) 一 RR, 其 定义 是 : 设 > Asr E C,(K), 其 


中 心 EZ, 令 
FA TNs) = DN | o, (5. 25) 


其 中 心 " 是 指 h|y 在 包含 * 的 开 子 集 上 的 延 拓 . 所 以 
f,(w) € Hom(C,(K);R) = CC"(K,;R), 
C"(K;R) 称 为 复 形 天 的 7 维 实 系数 上 链 群 .利用 积分 关于 外 微分 式 的 线性 性 
质 ,f, 本 身 可 以 看 作 从 A"(M) 到 C"(K;R) 的 线性 映射 f; : 4A"(M) 一 CC 天; 
R). 
设 w€ A'(M),s™!' 是 属于 KK 的 任意 一 个 (r 十 1) 维 有 向 单 形 , 则 由 (5. 24) 
式 得 到 


fn(do) st) = | er (dw) 


s+ 1 
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一 | dc an) 一 | (Ar+1) w 


=(f,(w)) (8 ) = (0(f,(w))) ("1), 
这 里 6 :C(K;R) 一 C™'(K;R) 是 由 边缘 算 子 9: C411(K) 一 C,(K) 诱 导 的 上 
边缘 算 子 , 即 对 于 任意 的 g € C'(K;R),s € Cri(K)， 
0g(s) = g (9). (5.26) 
由 此 可 见 
三 ood 一 0。 三 ， (5. 27 ) 
即 下 面 的 交换 图 表 成 立 : 


d d d 
一 > Ar (M) 一 一 > Ar+1 (M) 一 -一 一 > 
yf yf 


O O O 
?CKSBR) OCTI(KSBR) 一 
特别 是 ,如 果 wE ZCM), 即 dw = 0, 则 
SO(f,(w)) 一 0， 
这 意味 着 f,(w) E Z"(K;R), 是 一 个 r 维 上 闭 链 . 所 以 ,线性 映射 广 : A'(M) 一 
C"(K;R) 诱导 出 上 同调 群 之 间 的 同 态 
f.: HM) > H'(K;R), 

其 中 HCM) 是 流 形 M 的 第 ~ 个 deRham 上 同调 群 ,H"(K;R) 是 复 形 天 的 第 
-~ 个 实 系数 上 同调 群 . 著名 的 deRham 定理 ( 见 8$ 2) 就 是 断言 : 同 态 f, 在 实际 
上 是 同 构 , 即 玉 "(MD) 与 H(K;R) 是 同 构 的 . Stokes 定理 的 作用 是 保证 由 积分 


定义 的 映射 f. 是 链 上 映射, 即 交 换 关系 (5. 27) 成 立 . 这 对 于 同 态 f; : H'CM) ~> 
H"(K;R) 的 建立 起 到 基本 的 作用 . 


习 癫 
1. 设 (M,g) 是 nn 维 有 向 黎 曼 流 形 ,(U ;x ) 是 定向 相符 的 局 部 坐标 系 . 


今 


Si 一 8(- 志 -| 9 C 一 det (gi;). 


Qz gr 
证 明 : VCdz 人 … 人 dz" 与 定向 相符 的 局 部 坐标 系 (U sz) 的 选取 无 关 , 因 而 
是 大 范围 地 定义 在 M 上 的 nn 次 外 微分 式 . 

2. 试 在 RP"” 上 给 出 一 个 黎 曼 度量 ,并 将 它 在 局 部 坐标 系 下 表示 出 来 . 
在 RP" 上 能 否定 义 体 积 元 素 ? 


习 题 。 2O0O3 。 


3. 设 XE 2 CNM) ,对 于 任意 的 PE 4(CM) ,定义 映射 
(Xp:2C) X…XSHTCI)( 共 > 一 1 个 因子 ) 一 0C™ COM) 


如 下 : 
(XIPD (XXX 1) 一 VCX XXX 1)， 
VY XXX € HM). 
证 明 : 


(1) 对 每 一 个 PE A'(M),i(X)p€ 4 一 :CD 
(2) i(X) : A"(M) > A!1(M) 是 C~(M)- 线性 上 映射， 
(3) 2X A = XP Ay+ (C19 A G(X)Yy), 其 中 vp€ 
A'(M),y EE A(M). 
4. 设 XE 避 (MM), 用 x 表示 作用 在 A"(M) 上 的 李 导 数 .证 明 : 
(1) Sx =i(X)°o dtdei(X): A'(M) — A(M); 
(2) Sx°o d=do° Wy; 
(3) Lx(p 人 = (Lxp) NY oA (xg), VoE A(M)Y E 
A'(M). 
5.。 设 
w= xXydz + zdy 一 yzdz, 
7 = Zdz 一 yz2sdy 一 2zdz. 


(1) dw; (2)dy; (3) dw 人 7 一 ww 和 Ad7; 
(4) 万 ww 和 广 (dw) ,其 中 三 : R? 一 Ri 的 定义 是 
fu,v) = (uv,u’ ,3x + v). 
6. ”举例 说 明 : 存 在 7 次 微分 式 % 在 点 p € M 为 零 ,但 是 dw 在 点 zp 不 是 


7. 设 U 二 RN\{0), 令 
w= (xdz 十 ydy)/(Czz 十 y’). 
(1) 证 明 :o 是 闭 微分 式 ; 
(2) 证 明 :w 是 恰当 微分 式 . 
8 ” 设 U0 二 R™\(0),m 是 固定 的 正 数 ,考虑 UV 上 的 一 工 次 外 微分 式 


w 一 DC— Dfidr A A dr A A der", 


其 中 =x/ zl", el" = (De))"™. 


(1) 求 dow; 
(2) 确定 m 的 值 ,使 得 dw = 0; 
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(3) 证 明 : 在 上 述 情况 下 ,w 不 是 恰当 微分 式 . 

9. ” 设 U0U 是 m 维 光滑 流 形 M 的 开 子 集 ,wE 4A"(U). 证 明 : 在 任意 一 点 2 
EU, 存在 点 2 的 某 个 邻 域 VCU, 以 及 r 次 微分 式 w € A"(M), 使 得 wlv = 
wlyv. 

10. 设 MM 是 租 入 在 R"'' 中 的 有 癌 超 曲面 ,对 任意 一 点 2 E€ M ,存在 局 部 
坐标 系 (U ;w ) ,使 得 Mr 有 参数 表示 

r= fan 二 1. 

(1) 证 明 :M 上 单位 法 回 量 场 v 的 分 量 是 


六 (一 De 全， 


其 中 人 二 D(z 2) 


mn 十 1 | 
4 一 | (4)’)7. 
(2) 求 R 在 M 上 的 诱导 黎 曼 度量 ; 
(3) 证 明 :M 的 体积 元 素 是 
i(v) (dz A 人 dz |ao). 
11. 设 / :AM 一 R 是 单一 地 浸入 在 R"” 中 的 m 维 子 流 形 , 证 明 :M” 
是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 沿 着 子 流 形 (f,M) 存在 一 个 光滑 的 处 处 不 为 零 的 法 回 
量 场 . 
12. ” 设 R’ 中 的 曲面 7 = 二 rlw,w?) 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 
是 
7 = godu’du’, 
I = bedu’dut. 


w= du, w= 0, 
| = Thdu’, w= bidus, 
w=— bpduf,， wi’=0,，1a,p 达 2. 
其 中 Th 是 gw4 的 Christoffel 记号 ,66 = 二 g”gpy. 验证 : 
(1) 第 一 组 结构 方程 dw 二 w ”人 wi 是 自动 成 立 的 ; 
(2) 第 二 组 结构 方程 dw = 二 w* 人 wi!' 恰好 是 Gauss-Codazzi 方 程 ,1 二 i,j， 


必 


13. ”在 RP 构造 一 个 处 处 非 零 的 1 次 微分 式 w. 


14. 证 明 ;1 次 微分 式 。 一 一 息 太 在 RA\{C0,0)) 上 是 闭 的 ,但 不 
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是 恰当 的 . 

假定 M = {(z,y) ER::y>>0), 则 w 在 M 上 是 否 是 恰当 的 ?如 果 w 是 恰 
当 的 , 找 出 函数 了 使 得 dy = o. 

15. “证 明 : 

(1) 各 ,8 是 闭 微 分 式 , 则 c 和 人 B 是 闭 微分 式 ; 

(2) 大 4 是 闭 微分 式 ,B 是 恰当 微分 式 , 则 a A 8 是 恰当 微分 式 . 

16. ” 设 M 是 2 维 光滑 流 形 ,w 是 M 上 的 2 次 外 微分 式 . 假定 是 非 退 化 
的 , 即 : 在 任意 一 点 x € MM, 及 任意 的 EET,M, 恒 等 式 w(L,7) = 0 对 于 任意 的 
7 了.M 成 立 缠 含 着 二 0. 证明; 在 每 一 点 x € M, 存 在 自然 同 构 T:T,M 一 
TT,* M ,使 得 对 于 任意 的 EE€ T,M 有 

GD) = oy,6), V7ETM. 

17. 在 光滑 流 形 M 上 指定 一 个 非 退 化 的 闭 2 次 外 微分 式 %, 则 称 CM ,ww) 
为 一 个 辛 流 形 ,w 称 为 M 上 的 辛 结构 . 在 R” 中 设 直 角 坐 标 系 为 (p!,…,p”,q!， 
…,g" ), 今 

w 一 Ddp A dg. 
验证 :(R”,w) 是 一 个 辛 流 形 . 

18. ” 设 UM”*,w) 是 一 个 辛 流 形 , 证 明 ;M 是 可 定向 流 形 . 

19. ” 设 (M,w) 是 辛 流 形 . 对 于 任意 的 f€ C™~(M), 必 有 光滑 切 向 量 场 
ArE 统 (MM)，, 使 得 

df(Y) = w(X/,Y), VY E€ .2 ((M). 
这 样 的 切 向 量 场 Xj 称 为 在 辛 流 形 (M,w) 上 以 f 为 势 函 数 的 Hamilton 向 量 
场 .用 7.(z) 表示 切 向 量 场 X/ 经 过 点 x € M 的 轨 线 . 证 明 : 

(1) i(X/)w = df; 

(2) EfoN)) 一 0，VY Csz) E R X Mi 

(3) Hx,W 二 0. 

20. 设 (M,w) 是 辛 流 形 .对 于 任意 的 f,g € C= (CM) , 令 

{f ,8g} = w(X,,X,), 
称 为 光滑 函数 f,g 的 Poisson 括号 积 . 证明: 
(1) {f,g} 一 一 Lx8 = xf; 
(2) 设 ig) 是 Xj 所 生成 的 单 参数 可 微 变换 群 , 则 
Cg 。 9) = {g° ,7); 
(3) C™UM) 关于 Poisson 括号 积 {( ，) 构成 一 个 李 代数 ; 
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(4) M 上 的 Hamilton 向 量 场 构成 一 个 李 代 数 . 
21. :在 Ri\(0) 中 定义 


“二 dy A dz 十 高 dz 人 dz 十 去 dz A dy， 


其 中 r= 二 Vz 十 和 十 关 . 记 汪 (ro) 为 及 中 以 原点 O 为 中 心 , 以 ”为 半径 的 球 
面 . 证明 / 
w 一 4X. 
Sr) 
22. ”定义 映射 :DD 一 R’ 为 
fl(uv) 一 (2 十 到 十 1)， 
其 中 人 二 [0,1j] x [0,1j, 设 
w= ydy 人 dz 十 zzdz 人 dz 


是 Rs 上 的 2 次 微分 式 . 求 积分 | 六 
23. 设 M 是 R" 中 十 1 十 1 维 有 向 无 边 柑 和 信子 流 形 ,w,7 分 别 是 定义 在 


R" 中 包含 以 在 内 的 一 个 开 子 集 上 的 次 和 7 次 外 微分 式 . 证明; 存在 某 个 实数 
a ,使 得 
| 人 d7 = ald 和 7， 
并 确定 a 的 值 . 
24. 设 
w= Ady A dz 十 Bdz Adz 十 Cdz 人 dy 
是 Ri 中 的 2 次 外 微分 式 , 且 dw = 0. 令 


a =| tAlz,ty,t2)d ° (ydz 一 zdy) 
0 
十 | 1B Gryty tz)d 。 (zdx 一 xdz) 
0 


十 | Czyty sa) dt 。 (xdy 一 ydzx). 
通过 直接 计算 验证 :da 二 w. 
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在 微分 流 形 上 ,光滑 结构 的 功用 能 够 在 流 形 上 定义 光滑 函数 的 概念 ,继而 
能 够 借助 于 光滑 函数 定义 切 向 量 ,光滑 切 向 量 场 ,光滑 张 量 场 和 外 微分 式 . 在 
光滑 流 形 上 ,光滑 函数 了 关于 切 向 量 v € 了,M 的 方向 导数 v(f) 是 有 意义 的 ， 
通常 记 为 : 
Dj =vf), VvETM, f ECY. 

自然 地 要 问 :光滑 切 向 量 场 和 光滑 张 量 场 能 否 关 于 切 向 量 v € 7T,M 求 导数 ? 
这 是 一 个 十 分 深刻 的 问题 . 答案 是 :在 光滑 流 形 上 ,要 定义 光滑 切 向 量 场 关 于 
切 向 量 v € TM 的 导数 只 有 流 形 的 光滑 结构 是 不 够 的 ,还 需要 在 流 形 上 给 定 
另外 的 结构 . 最 简单 的 一 种 “另外 的 结构 ” 就 是 光滑 流 形 上 的 黎 曼 结构 (参看 
第 三 章 ,定义 5. 3). 本 章 的 主要 目的 就 是 介绍 黎 曼 流 形 上 光滑 切 向 量 场 , 光 清 
张 量 场 的 协 变 微 商 和 协 变 微分 的 概念 ,并 且 由 此 导出 黎 曼 曲率 张 量 的 概念 . 


$ 1 切 向 量 场 的 协 变 微分 


设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,g 是 M 上 的 基本 度量 张 量 ,假定 v E 
多 (MM),(U ;zx') 是 MM 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 wv 有 局 部 坐标 表达 式 


i 9 |! i 
vivu=v az 


其 中 vi€ C~(U). 若 有 另 一 个 局 部 坐标 系 (V;y) , 则 "在 了 上 的 局 部 坐标 表达 
式 是 . 
: 9 


vl|y -一 TV’ ay i :i 


当 U 由 V 关 名 时 , 切 癌 量 场 v|vnv 在 两 个 局 部 坐标 系 下 分 别 有 分 量 v 和 TV， 
它们 之 间 有 关系 式 
V vo (1.1) 


即 切 问 量 场 v 的 分 量 v 在 坐标 变换 时 遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 . 
对 (1.1) 式 进 行 微分 ,得 到 
dz 一 dv ~ 十 vw 9y 


Qar’Qx™ 


dz. (1. 2) 
一 般 来 说 ,2 天 0, 所 以 分 量 v 的 微分 dv 不 再 遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 
下 面 我 们 设法 用 黎 曼 张 量 的 分 量 把 二 立 -表示 出 来 . 
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引 理 1.1 设 (M,g) 是 一 个 即 弘 黎 受 流 形 ， (U;z') 和 (V;y) 是 MM 的 两 
个 局 部 坐标 系 ,UV 站 V 关 名. 命 - 


_ .2 了 |， 
Bi 8 az gz) ”， 
| 9 
Spo 一 = ay2， ,| 9 (1. 3) 
则 在 UNV 上 有 
dy _ 站 gy _ Tr 9y” 9y® ] 
azriar bs; az im az axi” (1.4) 
其 中 TE ,TY 是 对 应 于 g;; 和 ,的 :Christoffel 记号 , 即 
de Og | 
k kl -所 也 Ou __ -OU 
bs; 到 十 az; ax’ 
Fs 一 Gg wa Og ps _ | 
1 0 = 278 ES 十 gy 3 | (1. 5) 
证 明 在 UN 站 nV 上 有 
2 _ 3 
ar ar gay 
故 由 (1. 3) 式 得 到 
~ Oy? dy? 
2 一 Sm am 3 (1. 6) 
将 上 式 两 边 对 x* 求 偏 微 商 得 到 
8;; _ Rm NW WA | ~ Fy? dy dy dy 
xz 9y” ar ar ar Bg Ariart 37 十 gp az az7aQz4 (1.7) 


将 (1.7) 式 中 的 指标 i,j,k 作 轮换 ,然后 作 适 当 的 加 减 ， 并 且 利用 -02 3 > 对 于 下 
指标 i,k 的 对 称 性 ,我 们 便 得 到 
gg 十 age gg 


az az7 zh 
- | Bu | Br Rn YO | yy FY 
Ay? AQy? ay” | ar Ar’ az 19 griari az 
把 (1. 5) 式 代 人 上 式 得 到 
9y? dy? dy ~ dy” dy 
i _ ls 
EL 一 gr 之 ar’ ax i 7 Bpg i Aariari Qe ? 


此 即 (1. 4) 式 . 
引 理 1.2 设 (M,g) 是 一 个 mm 维 黎 曼 流 形 ," € .2 CNMD). 在 局 部 坐标 系 
(U ;zx') 下 , 设 


| 
i 
vlv=v 3 
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合 
Dum = dv’ + Tividx’, (1. 8) 
其 中 Th 是 关于 gi 一 g( 坟 ,7) 的 Christoffel 记号 , 则 Dr 在 局 部 坐标 变换 下 
遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 
证 明 将 (1.4) 式 代入 (1.2) 式 得 到 
: ~ ay? Oy! 


~ 9y 】 k a 9y 1 
dv = dv’ 3 + vdz (Dna lnm a7 


dv 2 十 ad 2 — Tody, 
即 
7 Dyi WY. 
Dv = Dv F377? 
因此 Dv’ 在 局 部 坐标 变换 时 遵循 反 变 癌 量 的 变换 规律 . 
定义 1.1 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,v E SC). 在 局 部 坐标 系 


. 、 .909 
(DU;X) 下 , 设 viv 二 Vv 27) 命 


Dvls= Dv@ 训 = | 总 十 wT] dw@ 训 ， (1. 9) 
则 Dv 是 在 光滑 流 形 M 上 大 范围 定义 的 (1,1) 型 光滑 张 量 场 , 称 为 光滑 切 向 量 
场 v 的 协 变 微分 . 映射 DD : 多 (M) 一 .2 CN) 称 为 协 变 微分 算 子 . 


(1,1) 型 光滑 张 量 场 Dv 可 以 看 作 以 1 次 微分 式 为 分 量 的 切 向 量 场 ,于 是 ， 
对 于 XE 如 (0WM), 可 以 命 


Xi vr do 
Dxo— x*| 2 + wT 5 


= CI(X ® Do)， (1. 10) 
这 是 在 M 上 大 范围 地 定义 的 光滑 切 向 量 场 . 若 合 
vi = Ws + wT (1.11) 
则 
Dxv = Xivi, 二 (1. 12) 


由 此 可 见 , (Dxv)(p) 只 线性 地 依赖 于 切 向 量 场 X 在 点 p 的 分 量 关 (Pp), 而 与 
X 在 其 它 各 点 的 值 无 关 . 

定义 1.2” 设 CUM,g) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 ,v € 绝 (M),XET,M, 则 由 
(1.12) 式 定 义 的 Dxv € T,M 称 为 光滑 切 向 量 场 " 关 于 切 问 量 XE 了 7 了,M 的 协 
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定理 1.3 设 (M,g) 是 m 维 笋 曼 流 形 ,X,Y,Z € 2rCVN) ,EC (COM)， 
AER, 则 有 

(1)Dx(Y + 2Z) = DxY + DxZ, Dx(4»Y) = ADxY; 

(2)Dx(f .YY) = X(f).Y++ f/f. DxY; 

(3)DxiyZ = DxZ + DrZ; 

(4)DyxY = 上. DY; 

(5)X(g(Y,Z)) = g(DxY ,2) + g(Y ,DxZ); 

(6)DxY 一 DyX = [X,Y]. 

证 明 ”性 质 (1),(2),(3),(4) i 12) Wi 


(5) 取 局 部 坐标 系 (U;x'), 设 Y 一 六 站 了 Z = Z’ yj 和 一 xX" ax -2 , 则 


2 i? 二 
g(Y,Z) 一 Y'Z'g,;, 
其 中 
_ Ee 翅 
Bi 8| gr A 
因此 


X(g(Y,Z)) = 和 5 (gyY 2Z’) 


oy 92 
一 Xt Byyi7i + gy 3 12) 十 gyY' Ti | 


= x*| BY'27 + ga Ys — YT ) 2 + goY'( Zh — ZTh) | 


= giX*YiZ’ 十 giY' XZi, 十 | 罗 dg 一 gu 一 go 并. 
由 (1. 5) 式 得 到 
9 : 
2 — gulis — gull = 0, (1. 13) 
故 
X(g(Y ,2Z)) 
-一 2 X 7 DZ; 十 EX 
一 一 pg XY'’, 


9 i 一 kTFj 7 
2 2 + 8|Y X21 
= g(DxY ,Z) 二 g(Y,DxZ). 


(6) 在 (5) 的 假设 下 ,由 于 TT% = 9 


DxY 一 DyX = XY', — YX', 
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9 六 aX 
= [XZ + Yr) — Yi 十 XT | 吉 


‘| 
| BB: zl ar* | az 
= [X,Y]. 


例 1 曲面 上 切 向 量 场 的 协 变 微分 
设 r 二 rlw ,wu ) 是 3 维 欧 氏 空间 ?中 的 一 张 正 则 曲面 , 沿 该 曲面 有 自然 
标 架 场 {r; ;T7172,7n) ,其 中 


ri Xr, 


Iri XX rol 
曲面 论 的 基本 公式 ， 即 目 然 标 架 场 {7 ;ri,r,,n) 的 运动 方程 是 (参看 第 四 章 ， 
(4. 26) 式 ) 


Or 
re 二 Fe? QQ 一 1，,2; 


2 

Qu” 一 ra 9 

Gu | 

MB 一 Tpry 十 bapn 9 
MN 

3 一 


其 中 To 是 关于 gog 二 ro。* rg 的 Christoffel 记 号 (参看 第 四 章 ,(4. 26) 式 ) ,bp 一 


了 pp 一 g “bg. 
设 v 是 定义 在 曲面 上 的 切 向 量 场 , 故 
Vv = UT,, 
因此 ， 


dv= dv’r, 十 区 了 dz 
= (dv vw TIyedu’)r, 十 bodzp. 
为 了 重新 得 到 定义 在 曲面 上 的 切 向 量 场 , 作 dv 在 曲面 的 切 平面 上 的 正 交 投影 
得 到 
(dv)’ = (du 十 v Tsdu®)r,. 
和 (1. 8) 式 相 对 照 得 到 
(dz) = Dv .7 = Dv, (1. 14) 

即 (dz) ”恰好 是 曲面 上 的 切 向 量 场 z 的 协 变 微分 Do. 这 种 概念 最 早 是 由 
Levi-Civita 给 出 的 . 

例 2 在 欧 氏 空间 中 切 向 量 场 的 协 变 微分 就 是 它 的 普通 微分 . 

参看 第 一 章 8 3, 在 "的 区 域 V 内 取 曲 纹 坐 标 系 C1，…,w”), 则 在 V 上 有 
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自然 标 架 场 {r;r;,1 二 i 过), 其 中 7; = .i 


台 


标 架 场 的 度量 系数 是 


那么 


其 中 丰 是 关于 gi; 的 Christoffel 记号 (参看 第 一 章 的 (3.16) 式 和 (3. 17) 式 ). 

设 vE (PE ) 则 > 可 以 表示 为 
故 由 第 一 章 的 (3. 19) 式 得 到 

- dv 二 dv .rr; 十 vi* dr 
= (dz 十 vi Idu’)r.; 
= Dv 。r.,. | (1.15) 
由 此 可 见 , 在 欧 氏 空间 中 采用 曲 纹 坐标 系 的 情况 下 , 切 向 量 场 v 的 微分 dv 天 
于 目 然 标 架 场 的 分 量 恰好 是 其 分 量 ”的 协 变 微分 Dv. 

定义 1.3 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,7 : [0,1j 一 MM 是 MM 中 任意 

一 条 光滑 曲线 ,XX € 2 (0MD). 如 果 
DywX =0, VtE€E [0,j, (1. 16) 
则 称 切 回 量 场 X 沿 曲 线 7 是 平行 的 . 

设 7: [0,lj 一 MM 是 MM 中 一 条 分 段 光 滑 曲 线 ,X 是 沿 曲 线 7Y 定 义 的 分 段 光 
滑 的 切 向 量 场 ,如 果 X 沿 7 的 每 一 个 光滑 曲线 段 是 平行 的 , 则 称 六 沿 分 段 光滑 
曲线 7 是 平行 的 . 

定理 1.4 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,7Y: [0,1j 一 MM 是 MM 中 任意 
一 条 分 段 光 滑 曲线 ,任意 指定 一 个 切 问 量 v。€ 7yoM, 则 有 唯一 的 一 个 沿 曲 
线 7 平 行 的 切 问 量 场 v(z) ,使 得 

v(0) = v,, 
而 且 沿 曲线 7 平行 的 切 向 量 场 的 集合 是 一 个 与 7yio,M 同 构 的 向 量 空间 . 

证 明 ” 设 [0, 直 有 一 个 分 划 0 = 二 过 … 二 zi 二 17, 使 得 曲线 7 在 每 
一 个 区 间 Ltc_i;tsj](1 二 a 三 r) 上 的 限制 是 光滑 曲线 . 不妨 设 p = 二”(0) 有 一 个 
局 部 坐标 系 (U ;x') 使 得 Y(to,ti]) CU, 这 样 Y|[,] 有 参数 方程 
X(t) = X74), tE€ [to,til. 
假定 i 
Wi 
am 


Xlv=X 
那么 X 沿 曲线 yl :4 平行 的 条 件 (1. 16) 成 为 


从 (2) = 一 X (7 (1 )， 
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. 了 
0= DroX = Dro|X 
_ /dxX’'() ys dr 
dz 十 (2) dt 
所 以 X'(z) 是 下 列 齐 次 线性 常 微分 方程 组 
一 Ct 十 Kil) dz ET YY)) = 0 (1.17) 


的 解 . 民 扫 关 分 帮 吾 组 再 ,方程 组 (1. 17) 在 任意 给 定 的 初始 值 X'(0) 下 在 
区 间 [to,ty] 上 有 唯一 解 . 并 且 方 程 组 (1. 17) 的 解 的 集合 成 为 一 个 m 维 向 量 空 
间 , 它 与 TrowM 是 同 构 的 . 在 分 段 光滑 曲线 y 上 逐 段 进行 讨论 , 便 得 我 们 所 要 
的 定理 . 

通常 ,我们 把 沿 7 平行 的 向 量 场 v(t) 称 为 w = v(0) 沿 7 的 平行 移动 . 根 
据 定 理 1.4, 沿 曲线 7 的 平行 移动 建立 了 切 空间 7Tyo,M. 和 7yoM 的 线性 同 构 . 
值得 指出 的 是 ,在 光滑 流 形 M 上 每 一 点 p 都 有 切 空 间 T,M. 从 代数 的 角度 看 ， 
这 些 切 空间 都 是 彼此 同 构 的 ,但 是 并 没有 一 种 自然 的 方式 给 出 光滑 流 形 M 在 
任意 两 个 不 同 点 p,q 处 的 切 空间 T,M 和 TM 的 同 构 的 关系 . 正 因为 如 此 ,在 
光滑 流 形 M 上 只 有 光滑 结构 的 情况 下 不 能 够 求 切 向 量 场 X 的 微分 (在 无 限 接 
近 的 两 点 处 的 切 向 量 不 能 够 相 减 ). 然而 ,在 光滑 流 形 M 上 给 定 一 个 黎 曼 度量 
g 之 后 ,情况 发 生 了 变化 . 如 果 任 意 给 定 一 条 连结 p,q € M 的 分 段 光滑 曲线 7， 
则 在 T,M 和 TM 之 间 借 助 于 沿 曲 线 7 的 平行 移动 建立 了 同 构 关 系 , 这 种 同 构 
当然 与 曲线 7 有关 ,但 是 与 局 部 坐标 系 是 无 关 的 ,这 恰好 是 把 协 变 微分 (或 协 
变 导数 ) 称 为 联络 的 原因 ( 见 下 一 节 ). 

定理 1.5 ” 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,7:[0,l] 一 M 是 M 上 的 一 条 
光滑 曲线 ,对 于 zi,t; € [0,7], 用 Pe : 《re 一 Treo 表示 沿 曲 线 7 从 Y (21) 
到 7(z,) 的 平行 移动 . 则 对 于 任意 的 XE€ 多 (M)， 


Piw(XG 十 Ab)) 一 区 (人 ) 
DrwX = lim 一 


证 明 ”在 TywM 中 任意 取 定 一 个 基底 {ei) , 命 ei(t) = Ps(e;), 即 .e:(t) 是 
e; 沿 7 的 平行 移动 ,由 于 Po : TywyM 一 TywM 是 同 构 , 故 {e;(t))} 是 Tyo,M 的 基 
底 . 设 XE 这 (M), 则 可 以 把 XX 在 曲线 7Y 上 的 限制 表示 为 X(Y()) = 
X'(t)ei(it) ,于 是 
DyX= Y(t)(X') .elt) + X' ». Dyoei(t) 


= 二 全 . e,;(t) 


TC))| 二 


(1.18) 


在 男 一 方面 ， 
Pirn(X(t + At)) 
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一 Puw(CX (t+ At)eilt + At)) 
= X(t + At)e;(), 
因此 


Lim Pira(X(t At)) CO— X(t) 
At—0 Ai 


lj X + At) — X'(z) 

一 【1na 一 一 一 一 一 一 
M0 Ai 

_dxXQ) 

一 dz . : 

定理 1.6 设 C(M,sg) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 ,7 : [0, 站 一 M 是 M 上 的 一 

ee 文 (1),Y(z) 是 沿 7 平 行 的 切身 量 , 则 g (XG)， Y (2)) 一 const. 
和 3(5) ,我 们 有 


.下 CCgCXKCD ,Y (1))) 


* ei(t) 


* ei(t) = Dy i. 


一 久 () (g(X 0); yO)) 
= g(Dyw X,Y) + g(X, DY). 
由 于 DyX = 二 0,BrxY.== 0, 故 . 
| SF (g(XH) YO))) = 0， 
g (X(t) ,Y(t)) = const. 


§2 歼 肥 肌 络 


在 8 1 利用 黎 曼 流 形 (MX,5) 上 的 度量 张 量 g 构造 了 作用 在 光滑 切 向 量 志 
上 的 协 变 微分 算 子 DD, 它 具有 定理 1. 3 所 说 的 性 质 ,特别 是 性 质 (1) 一 (4) 是 
微分 算 子 的 特征 . 具有 这 些 特 性 的 算 子 D 本 身 可 以 看 作 附 加 在 光滑 流 形 上 的 
一 种 结构 ,而 不 必要 求 这 种 结构 是 从 度量 张 量 g 诱导 出 来 的 . 
定义 2.1 设 M 是 一 个 mm 维 光 滑 流 形 . 若 有 一 个 映射 万 : 有 (CUN) x 
2 MI 一 5 并 对 于 任意 的 X7YE CON) 记 DO(Y,X) =:DxY E 
24 CD) , 它 满足 下 列 条 件 : 1 人 
(1)Dx(Y + 2Z) = DxY + DxZ, Da .Y) 二 一 MD 7， 
(2)Dx(f .Y)= X(f) .YY + ff. DxY; 
(3)DxryZ = DxZ 十 DyZ; 
(4)DyxY = f . DxY, 
其 中 X,7, ZE 名 (M),1E R,f EC~(M), 则 称 DD 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 
联络 . 
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右 在 光滑 流 形 M 上 指定 一 个 联络 DD, 则 称 CM,D) 是 一 个 仿 射 联络 空间 . 
定理 1.3 说 明 , 歼 曼 度量 g 在 光滑 流 形 M 上 诱导 出 一 个 联络 了 ,使 (M， D) 
成 为 一 个 仿 射 联络 空间 . 在 满足 第 2 可 数 公理 的 光滑 流 形 M 上 ,联络 结构 是 很 
丰富 的 .为 说 明 这 一 点 ,我 们 需要 导出 联络 的 局 部 坐标 表达 式 . 
引 理 2.1 设 忆 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 联络 , 则 DD 具有 下 列 局 部 性 : 设 
Xi1,X;, 了 1,Y; € HM), 且 有 M 的 开 子 集 U 使 得 
Xilvu = X,|v, Y,|v = Y, |v, 
则 z 
| Dx Ta |v = Dx,Y, |v. | 
证明 很 明显 ,只 要 证 明 Dx 六 |v = 一 Dx Y,|v 以 及 Dx Yi lu = Dx, Yi |v 
就 行 了 ;而 且 这 两 者 的 证 明 是 类 似 的 . 在 此 只 证 明 其 中 之 一 , 另 一 个 由 读者 自 
己 完 成 . 
任 取 pE€U， 则 有 户 的 邻 域 V， 使 得 亚 是 紧 致 的 ， 并 且 VCU. 根据 第 一 
的 引 理 2.2, 存 在 1 E C™(M), 使 得 fly 寺 1,flmv 二 0. 因此 fCY' 一 Y， )= 
0. 
由 联络 D 所 满足 的 条 件 (1) 得 知 Dx 在 零 向 量 场 上 的 作用 为 零 , 故 
0= Dx (三 (7 一 了 2)) 
= Xf) :YY,)+++f: (Dx ii — Dx Y,). 
将 上 式 限 制 在 点 p EV 得 到 
(Dx Y1)(p) = (Dx,Y,)(p). 
由 于 2p 在 U 中 的 任意 性 , 故 有 
Dx ia | 一 Dx Y; | 
引 理 2. 1 的 直接 推 论 是 :光滑 流 形 M 上 的 联络 刀 必 在 M 的 任意 一 个 开 子 
集 U 上 诱导 出 一 个 联络 万 :SU) X SC) 一 :207D). 实 际 上 , 若 和 ,YiE 
党 (U), 则 由 第 三 章 定 理 2.5, 对 于 每 一 点 p E00, 存在 p 的 邻 域 VCU, 以 及 
X,Y 和 2 (M), 使 得 XX|y 一 X|v,Y|y 一 Yly, 于 是 可 以 命 
(DxY)(p) = (DxY)(p). (2. 1) 
引 理 2. 1 说 明 (2.1) 式 的 右 端 与 和 ,7Y 的 取 法 无 关 . 显然 ,由 (2. 1) 式 定义 的 
DxY € 农 (7) 满足 定义 2.1 的 条 件 (1) 一 (4). 


现在 假设 (WU ;x') 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ,于 是 Ds 二 € .名 (U), 歼 可 设 


Ds =r 


9 
2z7 A 7 到 


(2. 2) 


其 中 TD; EC CI)， 称 为 联络 万 在 自然 标 架 场 {- - ) 下 的 系数 设 X,Y 
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(MD), 且 Xlo 一 X,Y = 放 , 则 由 联络 也 满足 的 条 件 和 (2.2) 式 得 
到 


DxY ju= Dzxi,(Y |o) = XD2 (Y’ =o) 
ar dr 
(2. 3) 


对 于 由 黎 曼 度量 g 所 诱导 的 协 变 微分 算 子 ,区 恰好 是 对 应 于 go = 
-7) 的 Christoffel 记号 ;而 对 于 仿 射 联络 空间 (M,D) 来 说 ,了 是 由 结构 DD 给 


出 的 . 反 过 来 ,在 局 部 坐标 变换 下 满足 一 定 的 坐标 变换 规律 的 函数 组 TS 在 光 
滑 流 形 M 上 给 出 了 联络 . 

定理 2.2 设 M 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,D 是 M 上 的 一 个 联络 . 设 (U,;xi)， 
(Up; 3) 是 MM 的 两 个 局 部 坐标 系 , 且 U 门 Ugp 关 名 , 则 对 应 的 联络 系数 ?和 
TS 清 是 下 列 华 标 变 换 公 式 


T'S wh OCB 一 Tr Qxzp QZ 9 zp 
天 9ri az Qz2Oz7 


反 过 来 , 设 {(Usz):a E 1} 是 M 的 一 个 坐标 覆盖 . 如 果 对 每 一 个 cE 7, 都 指 
定 了 me 个 光滑 函数 9* E C= (U。) ,并 且 当 U。m Us 天 好 时 ,函数 组 Fo 和 
TY 在 Un Us 上 满足 关系 式 (2. 4) , 则 在 M 上 存在 唯一 的 一 个 联络 DD, 使 得 


T 和 2 是 万 在 自然 标 架 场 { 二 } 下 的 联络 系数 . 


证 明 设 U。 站 Ugp 关 名 , 则 在 VU。 站 Ue 上 有 
9 _ arh 9 
az 好 azb 


(2. 4) 


因此 


国 TW 9 Preos dxp 9 
27 A ax ”are azg 


9 

Aridri ar ar ar 通 9xz8 

加 和 Qh ep 了 7 | 9 
Adzra az 思 az2dz7 


Aare 
比较 上 式 中 基底 向 量 5 前 的 系数 便 得 到 (2. 4) 式 . 
反 过 来 , 若 在 每 一 个 坐标 系 (U;zxi) 下 指定 了 ma 个 光滑 函数 Ptoe E 
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C” (La 它们 在 局 部 坐标 变换 时 满足 (2. 3) 式 . 则 对 每 一 个 光滑 切 向 量 场 vw € 


、 ,9 
这 (M), 设 vy 一 va 57 并且 命 
Dolo = (dot + wdz] 和， (2.5) 


则 根据 引 理 1. 2 的 证 明 过 程 可 知 由 (2. 5) 式 定义 的 Dv | 与 局 部 坐标 系 (7。; 
zi) 无 关 , 即 在 Us。 站 Up 了 关 作 时 有 

(Po oj lono, = (Drvlo,) unvg: 
于 是 ,由 (2. 5) 式 给 出 了 上 映射 D: .2rCM) Xx 多 (MM) > XCM), 使 得 Dxv = 
C1(X @ Dv). 很 明显 ,DD 满足 联络 的 条 件 (1) 一 (4). z 

定理 2.3 设 M 是 具有 第 2 可 数 公理 的 m 维 光滑 流 形 , 则 在 M 上 联络 总 
是 存在 的 . 

证 明 ”在 局 部 上 ,指定 联络 相当 于 给 出 m? 个 光滑 函数 5. 所 以 ,问题 是 
设法 将 局 部 上 定义 的 联络 拼接 成 大 范围 地 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 联络 ,其 做 
法 和 黎 受 度量 存在 性 的 证 明 相仿 . 

设 {(U。;z):a€7) 是 M 的 一 个 局 部 有 限 的 坐标 覆盖 , {h。) 是 从 属于 它 的 
单位 分 解 , 即 h。 E C™(M) ,hs 之 0, hs 二 1,Supphs CU 对 每 一 个 wcE 7， 
在 U。 上 指定 一 个 联络 Do :2 X 人 H(U,) 一 2 

对 于 任意 的 X,7 € 20CMNM) , 命 

DxY = 2)hs* DE, (了 lu)， (2. 6) 
其 中 
(ha * DE, (Ylo)) Cp) 


人 (Prlo)jCP)，VYVzEU。 

0， Vp&U,, 

显然 h。* D 镶 ,(Y1o,) E 多 (M). 容 易 证 明 , 由 (2.6) 式 定义 的 DxY 满 足 联 络 的 
条 件 . 


定理 2.4 设 (M,D) 是 一 个 m 维 仿 射 联络 空间 ,对 于 任意 的 X,Y € 


(2. 6) 


T(X,Y) = DxY — DyX — [X,Y], (2. 8) 
则 工 : 结 (UM) X 世 CU 一 2 COM) 是 M 上 的 一 个 光滑 的 (1,2) 型 张 量 场 , 称 
为 (M,D) 上 的 挠 率 张 量 . 

证 明 从 定义 式 (2.8) 可 知 T: (MM) XSD 一 2 CNM) 是 2 重 线性 
映射 ,并 且 了 (X,Y) = 二 一 T(Y,X). 根据 第 三 章 定理 5.1, 只 要 证 明 映 射 卫 对 于 
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每 一 个 目 变 量 是 C”(CAMD)- 线性 映射 , 则 便 得 知 全 是 M 上 光滑 的 (1,2) 型 张 量 
场 . 为 此 , 设 f € C”CM) , 则 

T(f .X,Y) 

=— Dj.xY — Dy(f . X)— [ff. X,Y]| 

=f :DxY —Y(f).X—f.DyX+Y(f).X—f* LX,Y] 


= f.T(X,Y). 
同时 
TX, f°*.Y)=— T(f .YY,X)=—f. T(Y,X) 
| 一 了 .7(X， 7). 
证 毕 . 


定义 2.2” 设 CM,D) 是 一 个 m 维 仿 射 联络 空间 ， 如 果 刀 的 挠 率 张 量 7 为 
零 , 则 称 联络 刀 是 无 挠 的 . 
在 局 部 坐标 系 (U ;zx') 下 , 挠 率 张 量 了 的 分 量 是 - 


因此 
T= (DT) @ dr dr. (2. 9) 


由 此 可 见 , 联 络 刀 无 挠 的 充分 必要 条 件 是 万 在 任意 一 个 自然 标 架 场 {22) 下 的 


联络 系数 7% 关于 下 指标 i,j 是 对 称 的 . 

在 仿 射 联络 空间 CM,D) 中 ,联络 DD 不 仅 用 来 求 光滑 切 向 量 场 的 协 变 导 
数 , 而 县 :能够 用 来 定义 M 上 任意 的 光滑 张 量 场 的 协 变 导 数 . 事实 上 ,对 于 XE€ 
2 CNM) ,我们 已 有 映射 立 :C™CM) 一 CC 和 Dr GO) 一 2 0). 为 
方便 起 见 * 我 们 把 前 一 个 映射 也 记 为 Dx: C~CM) 一 C™(M). 为 了 获得 Dx 在 
M 上 任意 的 光滑 张 量 场 上 的 作用 ,只 要 约定 : 

(1)Dx 在 (r,s) 型 光滑 张 量 场 上 的 作用 所 得 结果 仍然 是 一 个 (7 s) 型 光滑 
张 量 场 , 即 Dx 的 作用 保持 张 量 场 的 类 型 不 变 ，; 

(2)Dx 在 张 量 积 上 的 作用 遵循 Leibniz 法 则 ， 即 对 于 MM 中 的 光 幅 张 量 声 
KK,L 有 

四 局 二 DxK@L + KO DL; 
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(3)Dx 与 张 量 的 缩 并 运算 C 可 交换 , 即 对 于 M 上 的 光滑 张 量 场 :到 有 
Dx(C(K)) = C(DxK). 
按照 上 述 约 定 不 难得 到 M 上 任意 的 光滑 张 量 场 的 协 变 导 数 . 首先 , 设 a 
E A1(M), 则 对 于 XE 如 (M),Dxa 仍 是 M 上 的 一 一 次 微分 式 ; 于 是 ,对 于 任意 
的 了 YE 2 CNMN) 有 
Dx (a(Y)) = Dx (C1(Y Q a)) 
= Ci(Dx(Y Co a)) 
= Cl(DxY @ a +Y% Dra), 
即 
(CDxa)(Y) = X(a(Y)) — a(DxY). (2. 10) 
容易 验证 :上 述 右 端 关 于 自 变 量 Y 具 有 C” CM) 一 线性 性 质 , 故 Dxa 确实 是 M 
上 的 一 次 微分 式 . 
一 般 地 , 设 t 是 M 上 的 (r,s) 型 光滑 张 量 场 ,于 是 +: A1(M) XxX … X A1(M) 


攻 0 Xx … XX 党 (M) 习 C™(M) 是 (r 十 5) 重 的 C™(M)- 线 性 映射 . 任 取 


ao E AICM),Y,,*,Y, €E 0 Te E Cr (1M) 
可 以 看 作 张 量 积 
< “a -QT7 o…a 并 or 
做 累 次 缩 并 的 结果 ,因此 
ACTrCal 0 YY )) 


r 


_ Sra Dryrae ,ao Yi，…7) 


a=1 
十 >» tr(al 9"°° 0 Y) »""° , DxY,, “°° ,Y,) 
/一 1 


十 Drxr(a ay 7 )， 
即 
LODDxr(al… ar 7 ，… 7) 
一 XCrCal ,a 7 YI)) 


- AC yx ,a 了 了;) 


一 TD (2.11) 


同样 , 容易 验证 : 上 式 右 册 关 于 每 一 个 自 变 量 “ es 都 具有 
C~(MD- 线性 性 质 
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定理 2.5 ” 设 CM,D) 是 一 个 几 维 仿 射 联络 空间 , 则 由 (2. 11) 式 定义 的 映 
射 D :FIM) XxX 人 BM) 一 Fi(M),D(r,X) = Dxr, 具 有 以 下 性 质 ; 

(1) Dx(t + 1) = Dxrt + Dxpy, Dx(A* TT) =A. Dxr; 

(2) Dx(f 7) = Xr + fF. Dxr; 

(3) DyxjyT = DzxTt 十 Dyr; 

(4) Dj.xTt = f » Dxr, 
其 中 r,pE FM),X,Y €E HM),AER,f EC™*M). 

定理 的 证 明 可 直接 从 (2. 11) 式 得 到 ,在 此 赂 去 . 


设 (Uiz) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ,联络 DD 在 自然 标 架 {-5) 下 的 系数 是 
,那么 


(28 二 凤 05| 
一 一 dz 并 站 一 一 及， 
因此 
Dadz = 一 Id (2. 12) 
由 此 可 见 , 若 a € A'(M),alv = adz', 则 
Dxaly = | 于 3220 wire jd 一 Xia, dz (2. 13) 
其 中 
a = a 


同 理 , 对 于 +E€ 2 CM) , 设 
tT|y 一 Th : CO “00 CO CO 四 Co se. CO dz， 


则 
Drlo = Kr ODE OD Od (2.10 
其 中 
ri je 
Dr 7 
— 元 避 : 十 Sr Ti je 
一 Dr, eT (2. 15) 


现在 ,假定 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,D 是 MM 上 的 一 个 联络 (不 是 由 & 
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诱导 的 联络 ), 则 对 于 任意 的 人,Y,Z E 多 (M) 有 
X(g(Y,2)) = Dxg(Y,2) + g(DxY,Z) + g(Y ,Dx2), 
即 
Dxg(Y,2) = X(g(Y,2)) — g(DxY,Z) — g(Y,Dx2). (2.16) 


、 9 9 
在 局 部 坐标 系 (U iii) 下 , 设 g;; 一 s| | ; 则 


Dyg 一 X'gii dr CO dx， (2. 17) 
其 中 
9 让 
gij,k 一 2 一 Dig 一 Tgi. (2.18) 


定义 2.3 设 吃 是 黎 曼 流 形 (M,g) 上 的 一 个 联络 . 如 果 Dg = 0, 则 称 联 
络 D 和 黎 曼 度量 g 是 相 容 的 . 

现在 回 过 头 去 看 黎 曼 度 量 g 所 诱导 的 联络 万 ,根据 定理 1. 3 的 (5) 和 (6)， 
该 联络 D 和 黎 曼 度量 g 是 相 容 的 ,并 且 是 无 挠 的 . 重要 的 是 ,在 黎 曼 流 形 上 具 
有 这 些 性 质 的 联络 是 唯一 的 . 

定理 2.6 在 黎 曼 流 形 (M,sg) 上 存在 唯一 的 一 个 与 度量 g 相 容 的 无 挠 联 
络 D. 通常 称 该 联络 为 (M,g) 上 的 黎 曼 联络 ,或 Levi-Civita 联络 . 

证 明 在 81 的 定理 1.3 已 经 证 明 由 8, 的 Christoffel 记号 给 出 的 协 变 
微分 算 子 D 是 (M,g) 上 的 与 度量 g 相 容 的 无 挠 联络 ,下 面 证 明定 理 的 唯一 性 
部 分 . 

假定 是 CM,g) 上 任意 一 个 与 度量 g 相 容 的 无 挠 联络 . 在 局 部 坐标 系 
(Cr ) 下 , 设 - 

~ 9 ~ 9 
D2 5 一 LY pat 


根据 方 与 g 的 相 容 性 和 无 挠 性 ,由 (2.18) 式 和 (2.9) 式 得 到 


2 4 4 
Tk 一 Dig 十 1 Sa 


Te 


~ 


7。 


4 


由 此 不 难得 到 


gg; | git 0gi 
a + ar’ ac = 2 ben 


因此 及 ;恰好 是 由 g;; 所 决定 的 Christoffel 记号 . 证 毕 . 
$3 ”曲率 张 量 


在 黎 曼 流 形 (M,g) 上 利用 黎 曼 联络 可 以 构造 出 曲率 张 量 场 , 它 反映 了 该 
黎 曼 流 形 的 内 在 性 质 . 
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定理 3.1 设 马 是 歼 曼 流 形 (M,g) 上 的 歼 曼 联络 ,对 于 任意 的 X,Y,Z € 
2 (MM), 命 , 
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Drx.yj2 (3. 1) 
则 由 上 式 定 义 的 映射 R: 人 BM) XX 人 HM) XH(M)> 公 (M),(Z,X,Y) 
一 >R(X,Y)Z 是 光滑 流 形 M 上 的 (1,3)' 型 光滑 张 量 场 , 称 为 CM,g) 的 曲率 
张 量 场 . 
证 明 ”很 明显 ,由 (3. 1) 式 定 义 的 映射 尺 是 3 重 线性 映射 .为 了 证 明 玉 是 
(1,3) 型 张 量 场 ,只 要 证 明 R(X,Y)Z 关于 每 一 个 自 变 量 是 C” (CAMD)- 线性 的 . 
设 fE€EC”0M), 于 是 
RCOfF .XIY)YZ= Dj.xDyZ — DyDj.xZ 一 DuxrZ 
~ f. DxDyZ — Dy(f .DrZ) — Dy.rx.r]_YpxL 
=—f.. DiDyZ — Y(f) .DZ 
‘— f. DyDxZ — f. DrixrZ + YC(f DxZ 
= f， (DxDyZ 一 DyDxZ 一 Drx., 2 ) 
一 一 了 RX, YZ. 
同时 四 i 
: RX, f- Y)Z 一 一 RCIF.Y,X)Z 
二 f. RY,X)Z= f. R(X,Y)Z. 
郁 外 ， RY, Y)(f ， 4) 
7 = DDy(f 2) — DyDx(f .2Z) — Dixy(f 2Z) 
~ Dx(Y(f)Z + f. DyZ) — Dy(X(f)Z + 1 * DxZ) 
— [X,Y](f) .Z 一 上 .DixnZ 
一 = X(Y(f))， ZY(f). DxZ+ X(f). * DyZ 十 /了 ， DxDyZ 
一 Y(X(f)). Z— X(f).: “ Dr —Y(/). . DxZ 
— fDyDxZ — [X,Y 1(f)*Z— f* DrxyZ 
= f ， (DxDyZ — DyDxZ 一 Drx,r1L) 
= f. R(X,Y)Z. 
根据 第 三 章 定 理 5.1,R: 人 2@(M)Xx 人 CMDX 人 HM (M,ZL,X,Y) 
一 >R(X,Y)Z 是 M 上 的 (1,3) 型 光滑 张 量 场 . 


在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 ,曲率 张 量 R 的 分 量 是 


人 oo 一 cz [| az Ar’ az 
一 dz DaDa - 一 DaD。， 让 
a ai 人 237 如 ar 
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az/ 
p 9 ol 4 。 9 _ 
xz Ari az 


D7 2 
一 人 一 一季 7 ToT — TeT; . (3. 2) 


因此 
R= Ridx’ ®@ 2 号 四 dz Co dz (3. 3) 


若 给 定 X7 E 2 , 则 RGX7) :2 一 > 2 (0M) 成 为 M 上 的 
(1 ,1) 型 张 量 场 , 即 


ROX,Y) = 和 YIROdz ® -7 (3. 4) 


通常 称 R(X,Y) 为 曲率 算 子 . 

定义 3.1 设 (M,g) 是 m 维 黎 曼 流 形 . 对 于 任意 的 X,Y,Z,W € 
久 (M), 命 
R(X,Y,Z,W) = g(R(Z,W)X,Y) (3. 5) 
则 R: 名 CM) X SC XSD XxX 名 CM) 一 >C™(M) 是 M 上 的 4 阶 协 
变 张 量 场 , 称 为 (M,g) 的 黎 曼 曲率 张 量 场 . 

这 里 ,无论 是 (1,3) 型 的 曲率 张 量 场 和 4 阶 协 变 的 黎 曼 曲率 张 量 场 ,用 的 
是 同一 个 记号 R. 首先 ,从 上 、 下 文 来 看 意义 是 明确 的 ,不 会 引起 混淆 . 其 次 ,从 
第 一 章 定理 4. 5 的 角度 来 看 ,它们 是 同一 个 张 量 场 的 不 同 表 现形 式 . 实际 上 ， 


9 .9 9 09 
R= R| | 


po 
ar* gz ar Aari 


Ra ala al 
8 ax’ az are ’ ax! 


= SR (3. 6) 
反 过 来 
Ri; = 8 Rn. (3.7) 
定理 3.2 ” 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 , 则 它 的 黎 曼 曲率 张 量 有 下 列 
性 质 : 2 
(1) R(X,Y,Z,W) =— R(Y,X,Z,W) =— R(X,Y ,WZ); 
(2) R(X,Y,Z,W) = R(Z,W ,X,Y); 
(3) R(X,Y,Z,W)++ R(XSZ WY) + R(X,W,Y,Z) = 0. 
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其 中 X,7,Z,1 € .2 (M). 性 质 (3) 称 为 Bianchi 恒等式 . 
证 明 (1) 由 于 R(2Z,W) = 二 一 R(W,2), 故 由 (3.5) 式 得 到 
: R(X,Y,Z,W) =— R(X,Y,W,2). 
另外 ,由 (3.1)、(3. 5) 式 得 到 
R(X,Y,Z,W) = g(DzDwX — DwyDzX — Drz wiX,Y). 
g (DzDwX,Y) = Z(g (DwX,Y)) — g (DwX ,DzY) 
=Z(W(g(X,Y)) — g(X,DwY)) — Wl(g(X,DzY)) + g(X,DwDzY) 
=ZW(e(X,Y))) — Z(g(X,DwY)) — Wl(g(X,DzY)) + g(X,DwDzY), 
同 理 
g (DwDzX,Y)= WlZ(g(X,Y))) — Wg(X ,DzY)) 
— Z(g(X,DwY)) + g(X,DzDwY), 
因此 四 
g(DzDwX,Y) — g (DwDzX,Y) 
= ZW(e(X,Y))) ~— Wl(Z(g (X,Y))) + g(X,DwDzY) — g(X,DzDwY) 
= [Z,W]j(g (X,Y)) + g(X, DwDzY) — g(X,D:DwY), 
即 
g(R(Z,W)X,Y)= g(R(W ,2)Y,X) 
=— g(R(Z,W)Y,X), 
故 R(X,Y,Z2,W) =— R(Y,X,Z,W). 
(3) 直接 计算 得 到 
R(Z,W)X + ROW,X)Z + R(X,ZW 
= DzDwX — DwDzX — DizwiX + DwDxZ — DxDwZ 
— Drw.xZ + DxDzW — DzDxW — Drx.aW 
= Dz[W,X]— -Diw.xZ + Dw[X,Z] — Dex.aW + Dx[Z,W] — DrzwiX 
= [2Z,LW,X]]++[W,LX,Z]] 十 [X,[Z ,了 7]]， 
于 是 由 Jacobi 恒等式 得 到 
R(Z,W)X + RCW,X)Z + R(X,Z)W = 0. (3. 8) 
因此 
‘g(X,YZ,W) + ge(Z,Y,W,X) + g(W,Y,X,Z2) 
= g(R(Z,W)X + RW,X)Z + R(X,ZW,Y) = 0. 
由 利用 (1), 便 得 到 (3). 
(2) 从 (3) 式 得 到 
R(X,Y,Z,W) + R(X,Z,W,Y) + R(X,W,Y,Z) = 0, 
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R(Y,Z,W,X)+ R(Y,W,X,2) + R(Y,X,Z,W) = 0, 
R(Z,W,X,Y) + R(Z,X,Y,W) + R(Z,Y,W,X) = 0, 
RW,X,Y,Z) + RW,Y,Z,X) + RW,Z,X,Y) = 0. 

将 上 面 四 个 式 子 适当 地 加 、 减 , 则 得 

2R(X,Y,Z,W) — 2R(Z,W,X,Y) = 0, 

即 

R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y). 


下 面 ,我 们 用 活动 标 架 法 来 讨论 光滑 流 形 M 上 的 联络 . 设 {e;} 是 在 开 集 U 
上 定义 的 局 部 标 架 场 ,对 偶 的 余 标 架 场记 为 {w'). 设 


D,e; = Ie, (3. 9) 
wt = Two， (3. 10) 
则 
De = wte. : (3. 11) 


通常 把 w 称 为 联络 形式 . 
定理 3.3 设 (M,D) 是 一 个 m 维 仿 射 联络 空间 ,{e;}) 是 定义 在 M 的 开 子 
集 U 上 的 局 部 标 架 场 ,对 偶 的 余 标 架 场 是 {wi} ,联络 形式 是 , 则 


=do why 


其 中 Ti 是 DD 的 抄 率 张 量 T 在 局 部 标 架 场 {fe;} 下 的 分 量 .2 次 外 微分 式 全 称 为 
在 局 部 标 架 场 {e;} 下 的 挠 率 形式 , 且 
T|y=e0 0 ， (3.13) 
证 明 2 是 UU 上 的 2 次 外 微分 式 , 故 由 第 四 章 推 论 2. 3 得 
(ej,es)= (do — w NM wi) (ej,e) 
= ej(wi(e)) — ewile))) — wi([ej,es]) 
— w (ej)wi(e) + w er) wle;) 

=— T+ Te — w' Le;,er)) 

一 w (D, en — D, ej; 一 [e;,e: |) 

= wT(e,,e)) = Th, 


Tj 人 we, (3. 12) 


因此 
(2: = FQ (ee) 人 w= 3 The A et. 


T= Tie Ow Ow 
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= (ej,er)e: Ow CO of 
= el (9 (人 (ej ,er) Co wt) 


= el CO F000) Ce CO Op 一 Co ww’) 
= 6 3 (ejsen) (w A w)=e® 0. 


推论 3.4 ” 设 (M,D) 是 一 个 m 维 仿 射 联络 空间 , 则 D 是 无 挠 联络 的 充分 
必要 条 件 是 联络 形式 wi 满足 结构 方程 
dw’ = w’ 人 wi. (3. 14) 
定理 3.5 ” 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,D 是 黎 曼联 络 . 设 {e} 是 定义 
在 M 的 开 子 集 U 上 的 局 部 标 架 场 ,对 偶 的 余 标 架 场 是 {wi') ,联络 形式 是 wj, 则 


;三 dw 一 wi 人 w= Roe A w, (3.15) 


其 中 Rjw 是 曲率 张 量 R 在 局 部 标 架 场 {e;) 下 的 分 量 . 2 次 外 微分 式 人 2; 称 为 在 局 
部 标 架 场 {e;} 下 的 曲率 形式 ,并且 
R|uy= ww Oe 2. (3. 16) 
证 明 02; 是 U 上 的 2 次 外 微分 式 , 故 由 第 四 章 推论 2. 3 得 
2 (esse) = (dow 一 wh 人 wi) (ese) 
= e,(wi(e)) — e/(wil(es)) — wl([en,e)]) — wile) ws le) + wile)w er) 
= et) — eT%) — werse DT — thaT t+ Ts. (3. 17) 
在 男 一 方面 ， 
R(ei ,er)e;= D. D.,e; 一 D.D, e; 一 Dr ,ei 
= D, (Ties) 一 D, (Ten) 一 w'( [ei ,er)])D, e; 
一 (eT ) 一 ei(T™,) 十 Ti 一 TT 一 wr([es ,e1 |]) Ts, )e; 


一 Riwe:, 
因此 
{2 (es ,C1) 一 Riu, (3. 18) 
(2; 一 FCesse) Aw 
1 i R 1 
一 一 DER 人 CU 。 
男 外 ， 


R= Risw ® eB Dw 
= w @e® FR Be — ww) = we; 0 12. 
注 记 。 对 于 仿 射 联络 空间 (M,D) ,曲率 张 量 R: 2 (M) X 人 2(M) x 
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HM) > HM) 能 够 按照 (3. 1) 式 同样 定义 .但 是 (3. 5) 式 无 法 定义 ， 此 时 ， 
(3.15) 式 和 (3. 16) 式 是 成 立 的 . 

定理 3.6 设 (UM,g) 是 m 六 维 袭 曼 流 形 . 如 果 它 的 曲率 张 量 为 零 , 则 在 每 
一 扩 X € M 都 存在 一 个 局 部 坐标 系 (U ;x ) ,使 得 


gl|v = > dz Cg dr'. (3. 19) 


曲率 张 量 为 零 的 黎 曼 流 形 称 为 局 部 欧 氏 空 间 ， 

证 明 设 z。€ M,(U;x') 是 zc, 的 一 个 局 部 坐标 系 .在 U 上 任意 取 定 一 
个 单位 正 交 标 架 场 {e;) , 设 对 偶 的 余 标 架 场 为 {wi) ,联络 形式 为 { (el), 则 ww ,0 
都 是 U 上 的 坐标 x'，… ,zx” 的 1 次 微分 式 , 并 且 


g = yw @dw (3. 20) 
由 于 DD 是 无 挠 的 , 故 
dw = w 人 oj (3. 21 ) 
由 于 和 度量 g 的 相 容 性 , 故 
0 = d(g(e,e))) =g(Dee) + gle;, De,), 
即 
wi 十 wi 二 0. (3. 22) 
现在 假定 DD 的 曲率 张 量 为 零 , 故 
dw =ow A oi. (3. 23) 


考虑 E" 上 的 标 架空 间 多 ,其 中 点 的 坐标 记 为 wsaf,det(a?) 关 0( 参 看 第 
一 章 § 1 和 第 四 章 § 4,(4. 7) 式 ), 则 E” 中 活动 标 架 的 相对 分 量 为 
w= bidat, ww = bidat, (3. 24) 
其 中 (6;) 是 (ay ) 的 逆 甜 阵 . 
在 空间 UX 多 上 考虑 Pfaff 方程 组 
0 = da’ 一 ai 一 0， 
| 0 三 do — aiwt = 0. 9.257 
对 9 ,8 求 外 微分 ,并 且 利 用 (3. 21), (3. 23) 式 得 到 
d0'=— da; NM wi — aidwi 
一 (Gta) Aw — aw Me 
= wi A 0;, 
d0! 二 一 dai 人 wt— aid wt 
— (Galo) Aw—aiwhN ot 
=w A Q, 
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由 此 可 见 Pfaff 方程 组 (3. 25) 满足 Frobenius 条 件 , 故 该 方程 组 完全 可 积 . 于 
是 ,根据 第 四 章 定 理 3. 2 的 充分 性 的 直接 证 明 可 知 :对 于 任意 给 定 的 初始 值 
(zi,ayQa6;) ,其 中 (zo) E U, 且 

ab 一 和， 1 二 1,] 夺 m， (3. 26) 


则 方程 组 (3. 25) 有 唯一 的 一 组 解 a’' 一 a’' (Xx! 9""° ,7” ) ,al 一 QT (1l 9 7 ) 满足 
初 条 件 


QZ 一 00， 


(3. 27) 
al(Xd Xr) 一 00 
我 们 断言 :这 组 解 在 U 上 满足 条 件 
Dat (zr)at(z) = 0 (3. 28) 
k=1 
事实 上 , 令 
hi(z) = Oat(r)at(r) — 6, (3. 29) 


k=1 


则 由 条 件 (3. 26) 得 到 Ai(Z0 0 ) 一 40. 对 h;;(x) 求 微 分 得 到 
dhi(z)= > (dat(z) «at(z) + at(r) » dat (zx)) 


k 


一 > (at (Xx) wia’ (x) + at (Xx)at (rx) ow;) 
k,l 

一 > ， ( (h(x) 十 OL;) wt 十 (hii(X) 十 1) ws) 
i 


一 > Ct haz) + wh » hx)), li,jm, (3.30) 


其 中 最 后 一 个 等 号 用 到 了 条 件 (3.22). 所 以 ,hi(z) 满足 线性 齐 次 方程 组 
(3. 30) ,以 及 初 条 件 h;;(zxo) == 0. 由 方程 组 (3. 30) 在 初 条 件 下 解 的 唯一 性 得 到 
h(x) = 0, 
即 (3. 28) 成 立 , 这 说 明 (ai(z)) 是 正 交 和 矩阵 . 
由 Pfaff 方程 组 的 第 一 组 方程 得 到 
dal(z) A * A da”(x) 一 det(az(z))。wl 人 A 人 … 人 w” 关 0. 
因此 a = a(xl,…,X”),1 忒 7 二 m 在 点 zo 的 一 个 开 邻 域 V 内 给 出 了 一 个 新 
的 局 部 坐标 系 , 在 此 坐标 系 下 


mm 
glv= Do Ow 
;一 1 
一 > CO w 
El 
一 aia CO wi 
kl 
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一 > ,dai Co du: 
证 毕 . 


注 记 “和 定理 3.6 说 明 曲 率 张 量 衡量 了 黎 曼 度量 偏离 欧 氏 度 量 的 程度 . 
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至 此 我 们 已 经 熟悉 了 微分 流 形 的 基本 概念 ,以 及 在 微分 结构 的 基础 上 能 
够 定义 的 一 些 对 象 , 如 光滑 函数 ,光滑 切 向 量 场 ,光滑 张 量 场 和 外 微分 式 等 等 . 
但 是 ,微分 流 形 作为 大 范围 分 析 的 舞台 ,往往 需要 在 微分 流 形 上 指定 一 个 基本 
的 度量 张 量 场 . 换言之 ,在 实际 应 用 中 常常 是 以 黎 曼 流 形 作为 舞台 的 . 究 其 原 
因 ,首先 ,客观 世界 是 有 度量 的 ,作为 欧 氏 空间 的 推广 应 该 是 黎 曼 流 形 , 它 在 每 
一 点 的 切 空间 上 有 了 欧 氏 度量 . 其 次 ,从 技术 上 来 讲 由 于 指定 了 基本 度量 张 量 ， 
切 向 量 场 可 以 转化 为 对 偶 的 一 次 微分 式 ( 余 切 向 量 场 ) , 张 量 场 的 协 变 指标 与 
反 变 指标 可 以 互相 转换 ,线性 算 子 可 以 转换 成 对 偶 的 线性 算 子 . 总 之 ,基本 度 
量 张 量 场 可 用 以 建立 某 些 对 象 与 其 对 偶 的 对 象 的 联系 ,为 构造 流 形 上 的 不 变 
量 提供 了 有 力 的 手段 . 另外 ,基本 度量 张 量 场 的 存在 使 人 们 能 够 对 M 上 的 光 
滑 张 量 场 求 协 变 微分 ,得 到 协 变 阶 数 增 加 1 的 张 量 场 ,从 而 能 对 张 量 场 继续 求 
微分 ,获得 张 量 场 的 高 阶 协 变 微分 . 若 只 考虑 流 形 的 微分 结构 ， 而 没有 流 形 上 
的 黎 曼 结构 ,这 一 切 是 做 不 到 的 . 

以 下 我 们 总 是 假设 CM,g) 是 有 向 的 m 维 黎 曼 流 形 ,其 中 是 基本 度 敬 张 
量 场 . 本 节 的 目的 是 介绍 黎 曼 流 形 上 若干 重要 的 微分 算 子 ,它们 在 许多 分 支 学 
科 中 扮演 重要 的 角色 . 在 这 个 初等 的 课程 中 ,我 们 只 限于 对 它们 的 定义 及 性 质 
有 一 个 初步 的 了 解 . 进一步 的 学 习 可 以 参看 [2],[8]. 

用 也 表示 黎 曼 流 形 (M,g) 上 的 协 变 微分 算 子 . 设 XE 2rCM) , 则 DX 是 
M 上 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 . 将 DX 作 缩 并 , 便 得 到 M 上 的 一 个 光滑 函数 , 记 
» | 
divX = C1(DX). “(4.1) 
其 中 Ci 表示 张 量 场 关于 第 一 个 反 变 指标 和 第 一 个 协 变 指 标的 缩 并 (参看 第 一 
章 § 4). 

很 明显 ,div 作为 从 名 (M) 到 C™(M) 的 映射 是 线性 的 . 

定义 4.1 ”线性 映射 div : 27CM) -> C= (CM) 称 为 黎 曼 流 形 (M,g) 上 的 
散 度 算 子 . 设 X E .27CM) , 则 称 divX 为 切 向 量 场 X 的 散 度 . 

我 们 来 求 散 度 算 子 div 的 局 部 坐标 表达 式 . 设 (Uiz) 是 M 的 一 个 局 部 坐 
标 系 , 令 


g 
Xlu=X 元， 
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则 


X', = 2 十 Xr, 
其 中 7 是 度量 张 量 85 = 的 Christoffel 记号 .因此 


divX 二 Xi, = EE 于 er (4. 2) 


对 于 切 向 量 场 X 的 分 量 而 言 , 散 度 算 子 av 是 - 阶 微 分 算 子 
由 Christoffel 记号 的 表达 式 (1. 5) 式 可 知 
ml _ 11 1 av 
2 TIGR /a a 
其 中 G = det(g;,). 注意 ， 函数 G 本 身 在 坐标 变换 下 不 是 不 变量 , 故 它 不 是 在 M 
上 大 范围 定义 的 光滑 函数 . 这 样 ,(4. 2) 式 成 为 


i k 
divX = 十 X avC 
VG rr 


-元 ;VOX 
z 现 设 / E C™(M), 则 .df 是 M 上 的 1 次 微分 式 . 利用 基本 度量 张 量 &， 可 
以 得 到 与 df 对 偶 的 光滑 切 向 量 场 Vf (参看 第 三 章 8 5, 例 6), 称 为 函数 子 的 
梯度 .将 散 度 算 子 div 用 于 切 向 量 场 Vf, 便 得 到 从 C™(M) 到 C”(CM) 的 线性 


映射 , 记 作 A ::C™(M) > C0), 即 :对 于 任意 的 f € CQ， 
Af = div (vf). 4.5) 

定义 4.2 ”线性 映射 A : C-(M) > C™ CM) 称 为 黎 曼 流 形 (Me 上 的 
Beltrami- Laplace 算 子 . 

在 下 面 我 们 还 要 介绍 Hodge-Laplace 算 子 , 记 为 A. 这 两 个 算 子 作用 在 光 
滑 肾 数 上 时 只 差 一 个 符号 . 为 了 区 分 这 两 个 算 子 , 所 以 我 们 把 
Beltrami-Laplace 算 子 记 为 A. 从 定义 式 (4.5) 可 知 ,Beltrami-Laplace 算 子 入 是 
作用 在 光滑 函数 了 上 的 2 阶 微分 算 子 . 

在 局 部 坐标 系 (U; ;并 ) 下 ,我 们 有 


dE | 


(4. 3) 


(4. 4) 


dflu = Wz, 
所 以 
Vflv =v 训 |， (4. 6) 
人 


其 中 
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| 一 .7 
代入 (4. 4) 式 得 到 
xr 1 3a， ; 
A 一 -天 VCV) 
_ 1 af 8) 
=- 语 克 | 2 | (4. 8) 


Beltrami-Laplace 算 子 还 有 另 一 个 来 源 . 设 f E C™(M), 则 df € A'(M) 
= FY(M). 对 1 阶 协 变 张 量 场 df 再 作 一 次 协 变 微分 得 到 2 阶 协 变 张 量 场 , 记 
为 H(f) = D(df) € FM). 
-在 局 部 坐标 系 (Uiz) 下 , 设 
df = fidr’, 


其 中 一 六, 则 
fj fr Yr 


ari rar a 4. 9) 
由 此 可 见 站 
1 = fj 
故 2 阶 协 变 张 量 吾 ( 记 是 对 称 的 ,其 表达 式 是 
HPs = fdr DW dr. . (4.10) 


定义 4.3 线性 映射 妃 : C~(M) 一 了 :CNM) 称 为 黎 曼 流 形 (M,g) 上 的 
Hessian 算 子 . 对 于 任意 的 JE C*(M),H(7) 是 几 上 对 称 的 2 阶 协 变 张 量 场 ， 
称 为 了 的 Hessian. 

容易 证 明 


Af = 双方 : (4.11) 


即 Af 是 度量 张 量 g’ 与 f 的 Hessian， (HA), 一 _£ 作 缩 并 的 结果 . 
顺便 提 一 名 ,微分 式 df 的 零点 ( 称 为 光滑 函数 的 临界 点 ) 与 对 偶 切 向 量 
场 Vf 的 零点 ( 称 为 切 向 量 场 Vf 的 奇 点 ) 是 一 致 的 . 车 在 点 p E M,df(p) = 


0, 但 是 ( 吾 (7J))(p) 关 0, 则 称 p 是 的 非 退化 临界 点 . 此 时 , CHC 有)); 1 一 ra -3 


正好 是 函数 /上 关于 局 部 坐标 的 2 次 偏 微 商 . 在 作 适 当 的 坐标 变换 之 后 ,f 在 点 
P 附近 可 以 写成 标准 的 形式 

f=fp) Cm (ri) Deo 十 (x)? 十 … 十 (zx)?. 
这 里 的 7 与 坐标 系 的 选取 是 无 关 的 , 称 为 在 非 退 化 临界 点 p 的 指标 . f 的 非 
退化 临界 点 必定 是 孤立 的 . 在 紧 致 的 光滑 流 形 上 存在 只 有 非 退 化 临界 点 的 光 
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滑 函 数 ,这 种 函数 称 为 Morse 函数 . 微分 流 形 上 Morse 函数 的 临界 点 理论 是 研 
究 微 分 流 形 拓扑 的 一 个 重要 方面 ,在 非 线性 分 析 中 也 有 重要 的 应 用 .读者 可 阅 
读 Milnor 的 有 名 的 专著 [6]. 根据 紧 致 光滑 流 形 上 有 孤立 奇 点 的 光滑 切 向 量 
场 的 Hopf 定理 (第 三 章 8$ 2),M 上 的 Morse 函数 的 临界 点 的 性 状 与 流 形 本 身 
的 拓扑 有 密切 的 联系 ,这 在 Milnor 的 书 中 有 详细 的 叙述 . 

定义 4.4 设 fE€EC”(M) 若 函 数 f 满足 方程 


Af = 0， (4. 12) 
则 称 f 是 黎 曼 流 形 (M,g) 上 的 调和 函数 . 一 般 地 , 若 有 常数 4 使 得 了 满足 方程 
Af =— 4f, (4. 13) 


则 称 4 是 黎 曼 流 形 (M,g) 的 一 个 特征 值 ,函数 /了 称 为 对 应 于 特征 值 X 的 特征 函 
数 . 
当 (M,g) 是 紧 致 黎 曼 流 形 时 , 它 的 特征 值 是 离散 的 : 
0 二 A 二 ,三 A 入 牵 :…* 一 00 
称 为 黎 曼 流 形 (M,g) 的 谱 . M 上 的 调和 函数 恰好 是 对 应 于 == 0 的 特征 函数 . 
黎 曼 流 形 (M,g) 的 谱 , 各 个 特征 值 的 重 数 是 黎 曼 流 形 的 重要 的 不 变量 . 谱 问 
题 的 研究 ,及 有 关 的 热 方程 的 研究 是 大 范围 黎 曼 几何 在 当前 的 研究 课题 . 这 方 
面 的 基本 文献 是 [18」 和 [20]. 
在 有 问 的 歼 曼 流 形 (M,g) 上 有 体积 元 素 , 这 是 一 个 m 次 外 微分 式 02, 它 在 
定 问 相符 的 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 的 表达 式 是 
Qly = VGdzr! 人 人 .… 人 人 dz， (4. 14) 
其 中 G = det(g;). 上 式 右 端的 表达 式 在 保持 定向 的 坐标 变换 下 是 不 变 的 . 因 
此 ,AM 上 任意 一 个 有 紧 致 支撑 集 的 光滑 函数 了 能够 在 M 上 积分 , 它 就 是 m 次 


外 微分 式 Fo 在 M 上 的 积分 |f9. 
作为 Stokes 定理 的 推论 ,我 们 有 
定理 4.1 设 (M,g) 是 mn 维 有 向 的 紧 致 无 边 黎 曼 流 形 , 则 对 于 M 上 任意 
一 个 光滑 的 切 向 量 场 入 有 
| div — 0. (4. 15) 
证 明 ”由 (4.4) 式 得 到 | 


(divX )02 


OVGXY dr A A dm 


ar 


-dl (Dr VOXidr A ee A dr A ee AN de”). (4.16) 
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令 
w= 3 Dt VGXidr AAA 人 dr 入 和 人 dm (4.17) 
容易 验证 w 的 表达 式 (4. 17) 与 M 上 定向 相符 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 因 而 
w 是 在 MM 上 大 范围 定义 的 m 一 1 次 外 微分 式 . (4. 16) 式 成 为 
(divX )0 = dw. (4. 18) 
由 Stokes 定理 ,我 们 得 到 
| daivx)0 一 ja | _ 0. 


aM 


在 定 理 4. 1 中 的 黎 曼 流 形 是 带 边 流 形 , 则 我 们 能 得 到 更 精细 的 结果 
定理 4.2 设 (M,g) 是 m 维 有 向 的 紧 致 带 边 黎 曼 流 形 , 则 对 于 M 上 任意 
一 个 光滑 切 疝 量 场 X 有 
| ivx)0 一 一 | ev,2D2， (4. 19) 


其 中 入 是 2M 上 指向 内 的 单位 法 向 量 ,9M 有 从 MM 诱导 的 定向 ,从 是 2M 的 体积 
元 素 . - 
证 明 ”如 定理 4.1 的 证 明 所 述 ， 
(divX 7)0 = dw, 
其 中 是 (4.17) 式 给 出 的 m 一 1 次 外 微分 式 . 由 Stokes 定理 得 到 


| divxoa — | (4. 20) 
4 


其 中 9M 具有 从 M 诱导 的 定向 . 
为 了 把 w|w 表示 出 来 , 取 定 向 相符 的 局 部 坐标 系 (U ;zi) ,使 得 U 门 9M 关 
他 ， 
UNaM= {pE€EU :zr"(p) = 0), 
且 在 U 内 有 zx” 宇 0. 这样, 在 U 门 9M 上 有 诱导 定向 的 局 部 坐标 系 是 由 (一 1)” 
“ 工 ,XT ,…,X” 给 出 的 ,于 是 在 过 站 92M 上 诱导 的 体积 元 素 是 


六 一 (TD VEdr AAA dl, (4. 21) 
其 中 G= det(gww),1 a,B 过 m 一 1. 由 w 的 表达 式 (6. 17) 得 到 
w|unaw = (— 1)”t! VGX"drl 人 … 人 dz 一 1 (4. 22) 


现在 ,( 一 1)" 3 和 二 构成 aM 门 以 上 定向 相符 的 标 架 场 . 假设 


A 是 在 9M 上 指向 内 的 单位 法 向 量 场 , 故 可 令 


N=a, a">0. (4. 23) 
ax 
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由 假设 得 到 
9 . 
s|N, 寺 | 一 048 一 0， 
| dx (4. 24) 
: \g (N,N) = a”a'gin = 1,， 
因此 
a”a’ 一 pg”™, 
| g™ 
4 一 。 (4. 25 ) 
/BF 
由 (4. 24) , (4. 25) 两 式 得 到 
0 
Bm 一 "8" 一 Bo ， _ ‘4 26) 
因此 
B11 六 章 Blm-1 B1m 
G 一 det 
Sm 一 11 “"? Sm 一 lm 一 1 Sm 一 lm 
_ Sml "°°" Bmm—i EE mm 
Bop 0 
一 det mY 
x BB mm 十 SB 
所 1 和 1 
一 Cr e 一 一 一 一 (7 ， 
gr™™ (a”™)? 
YG = (4. 27) 
另 一 方面 我 们 有 
g(N,X) = X”"a'gin 一 全 (4. 28) 
所 以 


ww|una 一 (一 1) 1 NV C dz 人 … A dx” ! 


= 一 g(N,X) . (2 |unam. (4. 29) 
将 上 式 代 入 (4. 20) 便 得 到 所 要 的 结果 . 
推论 4.3” 设 UM,g) 是 m 维 有 向 的 紧 致 带 边 黎 曼 流 形 , 则 对 于 任意 的 f 
E C”~(M) 有 | 
|&pa 一 一 | won .2， (4. 30) 


M aM 


其 中 入 是 9M 的 指向 内 的 单位 法 向 量 ,aM 有 从 M 诱导 的 定向 . 特别 是 , 当 aM 
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= 好 时 
| pa 一 0. (4.31) 


证 明 ”这 是 定理 4. 2 的 直接 推论 . 因为 由 定义 


故 只 要 将 定理 4. 2 用 于 切 向 量 场 Y 了 就 可 以 了 . 此 时 ， 
g(N,Vf) = ga' (gf) = a Y= NF). (4. 32) 
除了 对 于 光滑 函数 有 如 上 所 定义 的 Beltrami-Laplace 算 子 A 之 外 ,对 于 
M 上 的 任意 的 外 微分 式 还 能 定义 Hodge-Laplace 算 子 .我 们 在 这 个 课程 中 只 
限于 简要 地 介绍 它 的 定义 及 其 初等 的 性 质 
首先 ,对 于 黎 曼 流 形 CM,g) 上 两 个 次 外 微分 式 能 够 定义 它们 的 内 积 . 设 
9 E A'(M), 在 局 部 坐标 系 (U ;zx') 下 ,它们 的 表达 式 为 


Plo 一 六 和 sadza A ee AN dr’, 


l i dr A… A dz”. 


rr! 


plo 一 


用 gw 记 基本 度量 张 量 8 的 分 量 ,sj 一 g| 地 ,区 | , 则 令 


4Py%》 一 Gg 一 > 了 (4. 33) 
®. i < 
其 中 
Vr 


-由 于 9,y 者 是 张 量 场 ,所 以 (4. 33) 式 的 右边 与 坐标 系 的 选择 是 无 关 的 , 故 (y， 
J 是 M 上 大 范围 定义 的 光滑 函数 . 特别 是 ,外 微分 式 8 在 每 一 点 的 模 长 平方 
是 


lpl? = (9,9) = Prig 之 0. (4. 34) 


以 下 假定 CM,g) 是 痉 维 有 向 的 紧 致 黎 曼 流 形 ,于 是 在 A"(M) 中 可 以 定义 内 积 
如 下 : 


(pg = | 9,0)0, (4. 35) 
M 
lo1 ?= jwa (4. 36) 


我 们 已 经 知道 外 微分 4 是 线性 映射 d : A (M) 一 A™'(M). A'(M) 作为 
内 积 空间 ,自然 可 以 定义 d 的 共 绒 映射 6 : A""'CM) -> A"(M) ,使 得 
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(dp,y) = (0P,0V) ， (4. 37 ) 

其 中 pE A (M),y€ 4 CO). 我 们 的 目标 是 求 出 共 斩 线 性 映射 9 的 表达 式 . 
为 此 , 先 定义 Hodge 星 算 子 x : A'(M) -> A”"(M). 

设 (C xz) 是 M 的 定向 相符 的 局 部 坐标 系 ;wE A"(M), 设 w 的 局 部 坐标 表 
达 式 是 

wl 一 二 dm 人 …， 人 dz 

邻 
本 二 VC rn widen A … 人 dr. (4. 38) 
容易 证 明 , 上 式 的 右 端 在 保持 定向 的 坐标 变换 下 是 不 变 的 (如 对 照 体 积 元 素 2 
的 表达 式 (4. 14) , 则 上 述 断 言 是 明显 成 立 的 ). 因此 , x w% 是 在 整个 M 上 定义 的 
m 一 7 次 外 微分 式 . 

定义 4.5 线性 映射 x : 4'(M) 一 A”"(M) 称 为 有 问 黎 曼 流 形 (M ,g) 
上 的 Hodge 星 算 子 . 

下 面 的 命题 留 给 读者 自己 证 明 : 

命题 4.4 设 (M,g) 是 有 向 紧 致 的 m 维 黎 曼 流 形 , 则 Hodge 星 算 子 * 有 
以 下 性 质 : 

(1) 对 任意 的 VE A'(M) 有 

pA x = (9,00; (4. 39) 
(x0=1, x*1=0; 
(3) 对 任意 的 PE A '(M) 有 
< 。x9= (— 1) 9， 


x* wv = 


即 
x 。x = (— DD™t.id: A'(M)— A'(M); (4. 40) 
(4) 对 任意 的 p,y E€ A'(M) 有 
(x JP， *y) = (9,y). (4. 41) 


最 后 的 式 子 表明 ,Hodge 星 算 子 * 是 从 内 积 空间 4 CU) 到 4”“"(M) 的 
等 距 同 构 . 
例 1 Hodge 星 算 子 * 在 dz 和信 … A dzz 上 的 作用 . 
外 微分 式 dr" A … 人 dz” 的 标准 表达 式 为 下 
dm MN ee MN der = Odrh 人 A dz’, 
其 分 量 为 955. 由 (4. 38) 式 得 到 
x dz 人 … 人 dzr 
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1 . . oe | 
一 J oo pr hk Ni 
1 人 和 6 1'1 2 r “08 -Qt 人 eee 人 drm 


£111 eee pil 
一 -一 > .Sm |: : | dz 和 i 
1 1 . . Trti 人 … 人 dzm 

项] 


Bl ed 
gl BC 71 
一 /GG >》 1 。 , | 
. OF) 。 8 dz7r+l 人 e ee 人 QZz7m 
7J1 二 …<< 刀 ， 
人 41 二 二 记 8 1 9 Br 


例 2 设 M 是 Rs 中 一 张 正 则 曲面 , 它 的 第 一 基本 形式 为 
7 一 gopdx A du, 1 过 a,BP 过 2 
那么 由 例 1 的 公式 得 到 
x du! 一 VG (glidw _ gridu!) 
1 
Es 十 gisdu' )， 
x dz2 一 VG (gdu? _ gdu!) 
1 
一 一 JE sn 十 gundu’ )， 
其 中 
C 一 gug2 一 gt. 
万 外 ， 
xx] 一 VGdu! A dz2 ， 
_ 
VG 
例 3 设 {w} 是 有 向 黎 曼 流 形 (M,g) 上 定向 相符 的 单位 正 交 余 切 标 架 
场 , 则 


x (du! 人 du’:) = 


8 一 Dow Bw, 
体积 元 素 为 


并 且 
(wo A A 
处 处 是 单位 正 交 的 . 此 时 ,Hodge 星 算 子 的 公式 比较 简单 . 我们 有 
x (ww A Aw)=wttA Aw, 
一 般 地 
x (wi 人 … 人 ww) 一 DT mt! A 人 win, 
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其 中 二 过 … 过 i 记 且 i 过 过 记 是 如 ,… i 在 1,…,m 中 的 互补 指标 . 

特别 是 ,如 果 m = 二 2, 则 

x1 一 wlAow， x(w Aw)=1. 
定义 4.6 设 (M,g) 是 m 维 有 向 黎 曼 流 形 , 线 性 映射 
= 1)”t"tix od。 x : A'(M)— A”!'(M) 

称 为 M 上 的 余 微分 算 子 . 显然 ,9。9 = 0. 

余 微 分 算 子 的 局 部 表达 式 是 比较 复杂 的 . 在 实际 应 用 中 ,通常 是 把 余 微 分 
算 子 表示 成 协 变 微分 算 子 . 我 们 把 外 微分 d 和 余 微 分 $ 用 协 变 微分 表示 的 结 
果 列 在 下 面 ,其 证 明 可 参看 [8] 的 12. 但 是 读者 不 妨 试 着 自己 推导 一 过 ,这 
是 检查 自己 掌握 外 微分 式 理论 和 协 变 微分 理论 的 程度 的 很 好 的 练习 . 

命题 4.5 设 (M,g) 是 有 向 的 m 维 黎 曼 流 形 ,(U ;x') 是 定向 相符 的 局 部 
坐标 系 , PE A"(M) 的 局 部 坐标 表示 式 是 


1 
pl|v 一 FT Rd 入 … 和 dx”,， 


则 
dp 一 dZ 人 了 Day9 


= 去 二 | (一 DrH9 jdza A … Adzrr，(4.42) 
人 


i dx A ee Ndr, (4. 43) 


其 中 iC(X) : 4"(M) ~ 41(M) 称 为 对 切 向 量 场 X 作 内 乘 , 其 定义 是 :对 于 任 
意 的 w€ 4AM) ,及 Vi,… V1 € 2 (M), 
(G(X)ow)(C7 V1) 
一 w(X ,7 V1). 
命题 4.6 设 (M,g) 是 m 维 有 向 紧 致 的 黎 曼 流 形 , 则 外 微分 4d: 4"CM) 
-> A"+1(CM) 和 余 微 分 6 : 4"+1(M) 一 A"(M) 是 关于 内 积 ( ，) 的 互 为 共 红 的 线 
性 算 子 . 
证 明 设 peE 4 CM),y€ A+1CM), 则 
dp A xg) =dphA xyi+(—1pAdxy 
一 dp A xy+(— DopA x(xdxy) 
~dpA xy— oA *0V. (4. 44) 
由 Stokes 定理 得 到 
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Jap *y = |pA x 0y,， 


M M 


即 
(dp,y) = (9,0Y). (4. 45) 
在 获得 (4. 44) 式 的 过 程 中 需要 对 6 的 符号 规定 特别 予以 关注 ,这 些 复杂 的 规 
定 就 是 要 保证 (4. 44) 式 成 立 , 从 而 保证 d,6 是 互 为 共 箔 的 线性 算 子 . 
定义 4.7 设 (M,g) 是 m 维 有 向 黎 曼 流 形 ,A = d6 十 0d:4 (0《) 一 
A"(M) 称 为 Hodge-Laplace 算 子 . 
我 们 来 考察 Hodge-Laplace 算 子 对 于 光滑 函数 f € 4"CVNM) 的 作用 . 由 定 
义 4.6 可 知 6f = 二 0. 所 以 
Af = 6(df) =— xdxd/f, 
(Af RQ = xAf =— dxdf. 
取 M 的 定 问 相符 的 局 部 坐标 系 (U ;x ), 则 


df | -一 dz, 
.09 . . 
x* dj ju = i VG OM gil dm 和 A… 人 dz 


= VG DY gid Me A fe A A dz”, 
i=1 


az’ 
所 以 
dxdfl, - 训 | VG dr A -B.A dz 
= (A Ql|. 
可 见 
A =— Af. (4. 46) 


因此 ,Hodge-Laplace 算 子 作用 在 光滑 函数 上 时 与 Beltrami-Laplace 算 子 只 差 
一 个 符号 . 
定义 4.8 设 (M,g) 是 m 维 有 向 歼 曼 流 形 , 铝 wE€ A (M) 满足 方程 
Aw 一 0， 
则 称 " 为 调和 形式 . 
假定 M 是 紧 致 的 , 则 由 Hodge-Laplace 算 子 的 定义 ,以 及 命题 4. 6 ,我 们 有 
(Aw,w) =((d6 十 6d)w,w) 
一 (dow,w) 十 (6dw,w) 
= (6w,60w) 十 (dw,dw). 
由 此 可 见 , 在 有 向 的 紧 致 黎 曼 流 形 上 ,r 次 外 微 外 式 % 是 调和 形式 的 充分 必要 
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条 件 是 :dw = 0, 且 bw = 0, 也 就 是 w 是 闭 微 分 式 , 同 时 也 是 余 闭 微分 式 . 调和 
形式 w 作为 团 微分 式 , 是 它 所 属于 的 deRham 上 同调 类 的 一 个 代表 . 更 要 紧 的 
是 有 下 面 的 关于 大 范围 分 析 的 著名 定理 : 

Hodge 定理 ” 设 (M,g) 是 m 维 有 问 的 紧 致 黎 曼 流 形 , 则 对 每 一 个 7,0 三 
"三 m,deRham 上 同调 群 怠 (M) 是 有 限 维 的 ,并 且 石 "CM) 中 的 每 个 元 素 都 有 
M 上 的 唯一 的 一 个 7 次 调和 形式 作为 它 的 代表 . 

如 果 用 更 加 通俗 的 语言 ,Hodge 定理 的 断言 是 :对 于 M 上 的 每 一 个 闭 微 


分 式 w, 必 有 M 上 唯一 的 一 个 调和 形式 w, 使 得 w 一 是 恰当 微分 式 , 即 在 M 上 
存在 外 微分 式 *, 使 得 
w— w= dr. 
如 果 用 (CM) 表示 M 上 全 体 7 次 调和 形式 构成 的 集合 : 
2 M) = {wE€E A(M): Aw = 0)}. 
它 目 然 是 一 个 向 量 空间 .那么 ,Hodge 定理 说 XY (M) 与 M 的 第 -个 deRham 
上 同调 群 矿 "(M) 是 同 构 的 . 

Hodge 定理 的 证 明 要 用 到 微分 流 形 上 椭圆 微分 算 子 的 理论 ,可 参看 [9]. 
在 那里 有 Hodge 定理 的 更 完整 的 叙述 . 

我 们 硕 望 透 过 本 节 的 介绍 ,读者 能 够 体会 到 在 紧 致 黎 曼 流 形 上 可 以 进行 
深刻 的 大 范围 分 析 的 研究 . 特别 是 黎 曼 流 形 上 的 分 析 研 究 和 流 形 本 身 的 拓扑 
性 质 , 度 量 的 曲率 性 质 有 密切 的 联系 . 这 些 内 容 是 当前 大 范围 微分 几何 、 大 范 
围 分 析 的 热门 研究 课题 . 如 果 要 涉及 这 些 领域 ,必须 在 黎 曼 几 何 ,函数 论 ,特别 
是 在 非 线 性 分 析 方 面 打下 深厚 的 基础 . 


习 吉 五 


1. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 . 证明; 在 每 一 点 p € M 都 有 一 个 邻 域 
U ,使 得 在 U 上 存在 光滑 的 单位 正 交 标 架 场 . 
2. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,p;:N -> M 是 浸入 在 M 中 的 4 维 子 流 
形 , 命 h = yp*g, 即 对 于 任意 的 X,Y € T,N,p E N， 
ACX,Y) = pg(X,Y) = g(9,pX, 907). 
证 明 :h 是 光滑 流 形 N 上 的 一 个 黎 曼 度 量 . 


8 十 1 
3. 设 $ 是 R"+: 中 的 单位 球面 ,用 ;:8" 一 Ri 记 包含 映射 . 设 g5 一 》) dx 


ec9 dz 是 R 上 的 欧 氏 度 量 , 求 $” 上 的 诱导 歼 曼 度量 1*g 在 S” 的 球 极 投影 
(参看 第 二 章 习 题 二 中 的 第 2 题 ) 给 出 的 局 部 坐标 系 下 的 表达 式 . 


4. 在 及 一 :中 定义 Lorentz 度量 g:! 一 > dz Cg dz 一 dz C09 dzfl. 命 
(一 | 
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于 一 (人 (DER >》 (rt — (rt1)? 一 一 1，ztl > 0), 
;一 1 


用 :: 太 一 R… 记 包含 映射 . 
(1) 定义 映射 9: 媚 "一 及 "为 


pe | 


1 


Xr yA 
1 十 xT” 十 x"! 


证 明 :(H",y) 是 且 ' 上 的 坐标 卡 , 且 9H")==D = (GW") ER > (Go 
i=1 


~ 1}. 

(2) 求 i*g! 在 Hr" 的 坐标 系 w 下 的 表达 式 , 它 是 及" 上 的 黎 曼 度量 . 

5. 设 (M,D) 是 一 个 m 维 仿 射 联络 空间 ,a E 4I(M),XE .2 (CNMN). 证 明 .: 
由 (2.10) 式 定义 的 映射 Dxa:. 如 CM) 一 C™(M) 是 定义 在 M 上 的 1 次 微分 式 . 

6. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 ,a 是 M 上 的 1 次 微分 式 ,t 是 M 上 的 光 
滑 的 (1,1) 型 张 量 场 . 假定 它们 在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 的 表达 式 为 


a|y 一 ad ， 


i Ao; a 7 TV 
tp 一 3 十 tT 一 bli, 


其 中 蕊 是 关于 加 = g| 这 ,| 的 Christoffel 记号 ,证 明 ， 

(1) 在 坐标 变换 时 ,a.; 服从 2 阶 协 变 张 量 的 变换 规律 , 忒 ,服从 (1,2) 型 张 
量 的 变换 规律 ; 

(2) 设 w = gia,, 则 


1 一 i ji 
QQ 一 2 十 ol 一 8 Ci 


7. 证 明定 理 2. 5. 

8. 证 明 (2.13) 式 和 (2. 14) 式 . 

9. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 , 用 g;; 表示 度量 张 量 g 在 局 部 坐标 系 
(U ;Xx') 下 的 分 量 . 直接 验证 : (1) gi 二 0; (2) 8g = 二 0, 其 中 gj),g 妇 的 定义 由 
(2.15) 式 给 出 . 

10. 设 XE€ 5 (CNM),a 是 光滑 流 形 M 上 光滑 的 ”~ 阶 协 变 张 量 场 . 证明: 


r 


(xa) (XI, ,AX,) -一 和 (Ca(XI 有 )) Dj a(X LI, KX), X,) 


1=1] 
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其 中 Xi…X-E 2 (CNM),S2x 是 李 导 数 (参看 第 三 章 定 义 5. 2). 

11. 设 (M,sg) 是 一 个 m 维 黎 曼 流 形 ,X€ 又 (M),(U;z') 是 MM 的 一 个 局 
部 坐标 系 . 证明 . | 

(1) 对 于 任意 的 YE 如 (M) 有 


、_， .、，， 9 
(xY)|v = (XY';— YX',) pk 
Te 


(2) 对 于 任意 的 a € A'(M) 有 
(Sxa) |v = (Xia 十 aX)dr’'; 
(3) 对 于 M 上 任意 的 光滑 2 阶 协 变 张 量 场 上 有 
(Lxt) Nv = (Xt taX’, ti,X’)dr’ CO dr’; 
(4) 设 X; = gi;X’, 则 
(xg)|v = (Ki, X;i)dr’ CO dz 

12. 设 (M,sg) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 ,p:R xX M > M 是 作用 在 M 上 的 单 参 
数 变 换 群 . 证 明 : 单 参数 变换 群 4 = g(t,，，) 是 保持 歼 曼 度量 g 不 变 的 , 即 9 g 
二 g，,V t, 当 且 仪 当 9 所 诱导 的 切 向 量 场 X 在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 的 分 量 满 
足 条 件 

Xi 十 Xi 一 0， Vi 

在 歼 曼 流 形 (M,g) 上 满足 上 述 条 件 的 光滑 切 向 量 场 X 称 为 该 黎 曼 流 形 
上 的 Killing 向 量 场 . 

13. 求 欧 氏 空 间 R" 的 Killing 回 量 场 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 的 表达 式 . 

14. 在 欧 氏 空间 Ri 中 任意 给 定 两 个 向 量 a,b. 在 Ri 上 定义 向 量 场 X 如 下 : 
VpER’, 

X(p)=a+bx Op, 

其 中 O 是 Rs 的 原点 ,b X O08 表示 向 量 5 和 Op 的 向 量 积 . 证 明 :X 是 定义 在 Rs: 上 
的 Killing 回 量 场 ,并 且 R 上 任意 一 个 Killing 向 量 场 都 能 表示 成 这 种 形式 . 

15. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 歼 曼 流 形 , 设 f EC”*(M),v € 人 NH(M),aE€ 
A'(M), 且 它们 在 局 部 坐标 系 (U ;x') 下 分 别 有 表 达 式 


v|y = vi 0, a lv = adx'. 


ax 
证 明 : 
(1) f.;— f,; = 0; 
(2) vi — vp = v Ry; 
(3) Qi — Qi8; = — QR 
16. 设 (U0 ;Zz') 是 m 维 光滑 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 系 . 设 w ,1 三 1 三 mm, 是 
定义 在 U 上 处 处 线性 无 关 的 m 个 1 次 微分 式 .证 明 : 在 U 上 存在 唯一 的 一 组 1 
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次 微分 式 必 ,1 三 i,j 三 m, 满 足 条 件 : 
ji 十 允 王 0， 
已 一 w 人 wi. 
17. 求 第 3 题 和 第 4 题 中 的 黎 曼 流 形 S”",H" 的 曲率 张 量 . 
18. 设 CM,D) 是 一 个 mm 维 仿 射 联络 空间 . 设 {iw) 是 开 子 集 U CAM 上 的 余 
标 架 场 , {wi} 是 联络 形式 , 挠 率 形 式 是 
位 一 go 一 o Mw, 
曲率 形式 是 
Qf = dw — w; MN i. 
证 明 :(1) d==w 人 (0 一 人 2 人 人 ww;; 
(2) dQ = wo AA. 
如 果 万 是 黎 曼 流 形 (M,sg) 的 黎 曼 联络 ,将 上 面 两 个 恒等式 用 曲率 张 量 的 
分 量 表示 出 来 . 
19. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 有 向 黎 曼 流 形 ,X € 2 CVD) .在 定 回 相符 的 局 
部 坐标 系 (U ;x') 下 构造 mx 一 1 次 外 微分 式 


w= WI VOXidzt A Adr MN A dz”, 


其 中 C = det(g;),X' 二 dx'(X) 是 X 的 分 量 .证 明 : 
(1)w 是 大 范围 地 定义 在 光滑 流 形 M 上 的 m 一 1 次 外 微分 式 ; 
(2) i(X)Q = 二 w, 其 中 0 是 MM 的 体积 元 素 . 
20. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 有 向 黎 曼 流 形 ,f E€ C™”(CM). 证 明 :div(V 了 ) = 
eg (H(i. 
21. 在 Rs 的 球 坐 标 系 (r ,9p,0) 下 将 Beltrami-Laplace 算 子 人 表示 出 来 ,其 中 ; 
X= rcosgcosy, 
E 一 rcosgsinb,， 
z= rsing. 
22. 设 (M,g) 是 一 个 m 维 有 向 黎 曼 流 形 ,w € A'(M). 设 (U;z') 是 以 的 
定向 相符 的 局 部 坐标 系 , 且 % 的 表达 式 为 
wj|r = wd A … A dz". 


证 明 : 
_ 1 * C 1 …774 1 i 1 eos i 
XX rr 一 mam! 一 7) 1 7 OF -dz r 十 人 人 dz m 


与 定向 相符 的 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 其 中 


li -一 171 “oo pr 。 
J1 77 
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23. 在 R"\(0} 中 令 
Zidzl 十 … 十 Tedz ， 
(XT) 十 十 (7) )" 
求 xa, 并 且 证 明 xa 是 闭 微分 式 . 
24. 设 S = 二 ((z,y,z) ER:z? 十 yy 十 xz? 二 1). 定义 映射 9p:S? -> R', 使 


~ SY 
人 0 


pT,Y 2) = (X,Y ,zi, V 2 yz， V 2 xz，w 2 zy)， 
(1) 证 明 :p 是 从 5S? 到 SC(R' 中 的 单位 球面 ) 的 浸入 子 流 形 ; 
(2) 求 5S* 上 由 9 从 S5( 或 R') 诱导 的 黎 曼 度量 . 
(3) 求 5* 在 上 述 诱导 黎 曼 度量 下 的 面积 . 


第 入 章 ” 李 群 初 步 


李 群 是 一 类 重要 的 微分 流 形 . 它 除 了 是 光滑 流 形 外 还 是 一 个 群 ,并 且 群 
运算 是 光滑 的 ,因此 在 李 群 上 有 更 加 丰富 的 构造 . 另外 , 李 群 论 在 几何 学 、 函 数 
论 . 分 析 学 、 物 理学 等 各 个 领域 中 有 广泛 的 应 用 ,因此 掌握 它 的 基本 知识 是 十 
分 必要 的 . 在 本 章 , 我 们 把 李 群 作为 特殊 的 光滑 流 形 来 看 待 ,讨论 李 群 上 左 不 
变 向 量 场 的 李 代数 ,研究 子 群 和 子 代数 之 间 的 关系 、 李 群 的 同 态 和 李 代 数 的 同 
态 之 间 的 关系 ,最 后 讨论 李 氏 变换 群 ,并 且 给 出 齐 性 流 形 的 概念 和 一 些 常见 的 
例子 . 

由 于 李 群 论 是 内 容 十 分 丰富 的 一 个 课程 ,要 详细 ,完整 地 叙述 李 群 和 李 代 
数 之 间 的 关系 需要 在 拓扑 、 微 分 流 形 论 方面 作 更 加 细致 的 讨论 和 准备 ,在 这 个 
初等 课程 中 就 显得 喧 宾 夺 主 了 . 因此 我 们 在 本 章 只 是 运用 在 本 课程 所 学 到 的 
关于 微分 流 形 的 理论 , 抓 住 最 主要 线索 ,介绍 李 群 论 的 最 主要 的 基本 概念 ,有 
些 重要 的 事实 只 给 出 结论 而 不 加 以 证 明 . 我 们 相信 读者 在 掌握 了 本 章 的 内 容 
之 后 ,自学 有 关 的 内 容 已 不 会 遇 到 太 多 困难 . 详尽 的 讨论 可 在 [12],[26] 中 找 
到 . 

李 群 论 起 源 于 S. Lie 的 连续 群 论 , 它 是 S. Lie 在 研究 求解 微分 方程 时 提出 
来 的 . 当时 所 指 的 群 是 变换 群 . 人 们 发 现 , 几何 或 分 析 领 域 的 自 同 构 变 换 群 本 
身 常 常会 具有 自然 的 几何 或 分 析 的 结构 ,从 而 产生 了 如 下 的 结合 体 : 

1. 拓扑 群 : 它 同 时 具有 和 群 的 结构 和 拓扑 结构 ,而 且 群 的 运算 对 于 其 拓扑 结 
构 来 说 是 连续 的 ; 

2. 李 群 : 它 同时 是 群 和 微分 流 形 ,并 且 群 的 运算 对 于 其 微分 结构 而 言 是 可 
微 的 . 

最 简单 的 例子 是 实数 域 R. 一 方面 , 它 有 丰富 的 代数 结构 ,可 以 进行 加 、 
减 、 乘 、 除 等 四 则 运算 ; 另 一 方面 , 它 有 拓扑 结构 和 微分 结构 ,可 以 进行 连续 性 
和 可 微 性 的 讨论 . 另 一 个 例子 是 一 般 线 性 群 GL (n), 它 由 全 体 行列 式 不 为 零 
的 ”X 7 实 和 矩阵 组 成 ,关于 矩阵 的 乘法 构成 一 个 群 ; 另 外 , 它 又 是 R"” 的 一 个 开 
子 集 , 因 而 拥有 从 R” 诱导 的 光滑 结构 ,并 且 群 的 运算 显然 是 光滑 的 . 

S. Lie 确定 了 附属 于 李 群 的 李 代数 应 该 满足 的 一 组 条 件 , 并 且 指 出 满足 
这 组 条 件 的 李 代 数 必 是 某 个 李 群 的 李 代数 .S. Lie 本 人 是 从 局 部 的 观点 去 考 
虑 李 群 和 李 代 数 之 间 的 关系 的 . 随 着 拓扑 学 和 微分 流 形 论 的 发 展 ,有 必要 从 全 
局 的 观点 去 处 理 这 个 问题 ,并 且 把 李 群 理论 建立 在 严格 的 解析 流 形 概 念 的 基 
础 上 .在 1900 年 ,D. Hilbert 提出 了 二 十 三 个 著名 问题 ,其 中 第 五 个 问题 是 :一 
个 拓扑 群 在 什么 条 件 下 可 以 具有 李 群 的 结构 ?这 个 问题 经 过 长 期 的 .多 人 的 努 
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力 , 最 后 由 Gleason,Montgomery 和 Zippin 解决 ,他 们 证 明 : 如 果 G 是 拓扑 流 
形 ,并 且 乘 法 和 取 逆 运算 都 是 连续 的 , 则 在 G 上 存在 解析 结构 ,使 得 乘法 和 取 
逆 运 算 都 是 解析 的 ,因而 C 成 为 一 个 李 群 . 正 因 为 如 此 ,一 般 假定 李 群 是 一 个 
光滑 流 形 就 够 了 . 在 本 章 我 们 就 是 在 这 种 假定 下 进行 讨论 的 . 


Sl1 及 群 


定义 1.1 设 G 是 一 个 非 空 集合 ,如 果 
(1)G 是 一 个 群 ( 群 运算 记 成 乘法 ); 
(2)G 是 7 维 光滑 流 形 ; 
(3) 群 运算 是 光滑 的 , 即 :映射 (g1,g;)F> gig: 1! 是 从 GXG 到 GG 的 光 
滑 映射 ， 
则 称 G 是 一 个 7 维 李 群 . 
用 e 记 李 群 G 的 单位 元 素 , 于 是 映射 gH-> (le,g) 是 从 G 到 G x 5G 的 光 
清 映射 . 将 它 与 条 件 (3) 中 的 映射 复合 ,得 到 .: 
ght> (e,g)HF> e.g !'!—=pg 1， 
这 是 从 G 到 它 自身 的 光滑 映射 , 称 为 李 群 G 的 取 逆 运算 . 将 取道 运算 和 条 件 
(3) 中 的 映射 结合 起 来 ,可 知 李 群 G 的 乘法 运算 是 光滑 的 : 
(gi1982) FF (8g1)9(82) ) > g1* (gs, ') '= g1°* 8g 
这 是 从 G x G 到 G 的 光滑 映射 . z 
反 过 来 ,如 果 群 G 的 乘法 运算 (gi1,g;) F> 8 gs 和 取 逆 运算 gHh> 8 
都 是 光滑 的 , 则 条 件 (3) 成 立 . 因此 定义 1.1 中 的 条 件 (3) 等 价 于 群 G 的 乘法 运 
算 和 取道 运算 两 者 的 光滑 性 . 
用 r+ 记 李 群 G 的 取道 运算 .由 于 r*zr 王 id,r :一 z, 故 * 和 它 的 道 映 射 r 1 
都 是 从 C 到 它 自身 的 光滑 映射 ,所 以 + : G 一 G 是 光滑 同 胚 . 
李 群 G 还 有 另外 两 组 可 微 同 胚 . 设 gs E C, 令 
(CCZ) 一 5，Z， 
人 (Z) 一 ZI，g，VZEC. (1.1) 
Ls,Rs: G 一 G 都 是 从 G 到 它 自身 的 光滑 映射 . 由 于 
Ls° Li = L,-1° L, = 1d, 
Rs,° Re-!i = R-!° R= 1d, 
故 
(Le) =L-i, (RD) != Ro. (1. 2) 
意味 着 Z。,R。 分 别 有 光 滑 的 道上 映射 1,Re ,所 以 L,Rs: G > G 是 光滑 
同 胚 ,分 别称 为 李 群 G 上 的 左 移动 和 右 移动 . 这 两 组 可 微 同 胚 在 李 群 论 中 起 着 
基本 的 重要 作用 . 
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例 1 R" 关 于 向 量 的 加 法 成 为 一 个 维 李 群 ,这 是 可 交换 李 群 . 

特别 是 二 1 时 ,R” = R, 故 实数 域 关 于 加 法 是 一 个 一 维 交换 李 群 . 

例 2 设 G,G; 是 两 个 李 群 .在 积 流 形 C; Xx G, 上 定义 乘法 如 下 : 设 
(ai142) ,01,0,) EC X G,, 


(aiyaz)。 (01,0,) =. (ai ,a,b,), 
这 样 
(ai1,Q2) = (a1 1!,as 1). 
民生 ,在 X 上 的 革 法 运算 和 取 间 运算 者 是 光滑 的 ,因此 ,Xx G 成 为 
李 群 , 称 为 李 群 G, 和 G; 的 直 积 ,并 且 
dim(G, xX G,) 一 dimG + dimG.,. 

例 3 一 维 环 群 了 

7T! 可 以 看 作 R: 中 的 一 个 圆周 S: 二 {e*} ,这 是 一 个 一 维 光滑 流 形 ; 在 1 
上 的 乘法 是 : 

(e™) 1! 一 eT 
容易 证 明 乘 法 运算 和 取 逆 运算 都 是 光滑 的 ,所 以 T! 是 一 个 一 维 交换 李 群 . 一 
维 环 群 还 可 以 看 作 商 群 R/Z. 
n 维 环 群 7" 是 n 个 一 维 环 群 的 直 积 : 
"=T XxX xT 个 ) SR"/Z". 

例 4 一 般 线性 群 GL (n). 

在 第 二 章 8$ 5 已 经 把 n Xn 非 退 化 实 系数 矩阵 的 集合 记 为 GL(n), 它 关于 
矩阵 的 乘法 构成 一 个 群 ,并 且 单 位 矩阵 是 群 的 单位 元 素 . 另外 ,GL(n) 是 R” 
的 开 子 集 , 因而 它 有 R” 的 开 子 流 形 的 光滑 结构 . 设 4 = (4j),B = (4) € 
GL(n), 其 中 a7? 是 4 的 第 j 行 .第 i 列 的 元 素 ,6b; 是 B 的 第 j 行 .第 i 列 的 元 素 ， 
因此 4 B 的 第 j 行 .第 i 列 元 素 是 


(A.B);’= abt, (1. 3) 
男 外 
lyJ7 一 A; 
(4 和 二 (1. 4) 


其 中 4 表示 在 行列 式 det4 中 元 素 必 的 代数 余子 式 . 由 此 可 见 , 逆 矩阵 A! 的 
元 素 是 矩阵 4 的 元 素 的 有 理 分 式 . 因此 群 GL (nm) 的 乘法 运算 和 取 逆 运算 都 是 
光滑 的 , 故 GL(n) 是 一 个 mw 维 李 群 . 

一 般 线性 群 GL(n) 可 以 看 作 维 向 量 空间 的 自 同 构 群 ,我 们 在 这 里 作 一 
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些 说 明 . 

设 V 是 维 向 量 空 间 .用 GL(CV) 表示 向 量 空间 V 的 自 同 构 的 集合 ,所 谓 
V 的 自 同 构 就 是 从 V 到 它 自身 的 非 退 化 线性 变换 . 在 V 中 取 定 一 个 基底 (6;}， 
则 自 同 构 a E GL(V) 对 应 着 它 在 基底 {6;} 下 的 矩阵 4 二 《a7), 即 

a(6;) = aid.,. (1.5) 

由 于 a 是非 退化 的 ,因此 det4 关 0, 并 且 a 的 道 映射 < ' 在 基底 (6;) 下 的 矩阵 
恰好 是 4”. 

车 8 是 V 的 另 一 个 自 同 构 , 则 a。B6 也 是 V 的 自 同 构 . 所 以 GL(V) 关于 映 
射 的 合成 构成 一 个 群 , 该 群 的 单位 元 素 就 是 从 向 量 空间 Y 到 它 目 身 的 恒 同 映 
射 . 

设 8 在 基底 (0;} 下 的 矩阵 是 已 三 (6), 则 

a °° B60) = a( D676,) = 2 bial6)) = 2 bia6,, 

所 以 a。B 在 {6;} 下 的 矩阵 是 
Qi bi’ on。 a,'b, 


“. 


a eee CU, 


Qi ON oe. Qi ON bo” eee b,” 
由 此 可 见 , 若 在 了 中 取 定 一 个 基底 {5} ,将 a € GL(V) 对 应 于 它 在 基底 {6,} 下 
的 矩阵 4E GL(n), 则 这 个 对 应 是 一 一 的 ,并 且 是 从 群 GL(V) 到 GL(n) 的 同 
构 . 因此 GL(V) 也 是 一 个 维 李 群 , 它 的 光滑 结构 是 从 GL (n) 诱导 而 来 的 . 
可 以 证 明 GL(V) 上 的 这 种 诱导 光滑 结构 与 基底 {6;) 的 选取 是 无 关 的 . 
例 5 设 G 是 7 维 李 群 ,G。 是 G 的 含有 单位 元 素 e 的 连通 分 支 , 则 G, 是 > 
维 连通 李 群 . : 
因为 Ge 作为 G 的 连通 分 支 是 G 的 开 子 集 ,因此 G, 是 G 的 开 子 流 形 . 乘法 
运算 和 取道 运算 在 G。 内 是 封闭 的 . 实际 上 , 若 a,b € G,, 则 由 于 G, 的 连通 性 ， 
在 G, 内 存在 路 径 7(),oQ)(0 达 1 过 1) 分 别 连结 C4 和 这 样 Y(i) 。 
(c(t))-! 仍 是 G 中 一 条 路 径 , 并 且 
7(0)*。 (0o(0)) 一 ev."e 一 6e， 


CQ] ee Qa, 


所 以 
ap 1 一 7Y(1)。(Cc))- ECG 
显然 ,映射 (a,6) 一 a， p- 看 作 从 Ce xx Ge 到 Cu 的 映射 是 光滑 的 ,所 以 Co 是 
r 维 李 群 . 
例 6 R* 二 R\{0} 关于 实数 乘法 是 一 个 一 维 李 群 , 它 有 两 个 连通 分 文 . 
实际 上 R* = 二 GL(1),GL(1) 中 矩阵 的 乘法 恰好 是 实数 的 乘法 . 
例 7 C* = C\{0), 也 记 为 GL(1,C), 关 于 复数 的 乘法 成 为 一 个 2 维 李 


群 . 

实际 上 C* 实 R*\M{ (C0,0)}), 它 是 R? 的 开 子 流 形 ,是 一 个 2 维 光滑 流 形 . 

设 zs 二 Xs 十 iys 关 0,4 二 1,2, 它 们 的 乘积 是 

Zi * Zs 一 (Zi7Z2 一 yiys) ixiy; 十 yy)， 
用 坐标 表示 则 是 
(Zi yi)。(za ya) = (Zizs 一 yysyziys + Xsy1), 
故 在 C” 上 的 乘法 运算 是 光滑 的 .= = x 十 iy EC* 的 倒数 是 
1Yy 
"FF RT 


故 


(XT,y) 一 刻本 二 yy Ty ， 
这 也 是 光滑 映射 ,所 以 C* 是 一 个 2 维 李 群 . 
下 面 我 们 要 给 出 李 群 上 重要 的 线性 结 
设 G 是 7 维 李 群 ,e 是 它 的 单位 元 家,C 中 的 乘法 运算 记 作 9, 即 
PB1982) 一 SI 8 VS EC 
对 于 任意 一 点 8 € G, 左 移动 L,:G 一 G 是 光滑 同 胚 , 故 有 线性 同 构 
(Ce 一 Tsc. 任 意 取 定 切 向 量 XE 7T,G, 则 借助 于 左 移动 在 G 上 产生 
一 个 切 向 量 场 X ,使 得 
X(g)= (L),..(X), VgE€EG. (1. 6) 
我 们 断言 :X 是 G 上 的 光滑 切 向 量 场 . 为 此 ,我 们 来 求 切 向 量 场 六 的 分 量 . 
取 单 位 元 素 e 的 局 部 坐标 系 (U ;x') 和 元 素 g 的 局 部 坐标 系 CW ;z). 由 于 
9(8,e) 二 g, 且 9 是 光滑 映射 ,因而 8 是 连续 映射 ,所 以 在 适当 缩小 e 的 邻 域 U 
之 后 ,存在 g 的 邻 域 Wi CW, 使 得 gLW, XU) 己 W, 并 且 记 yy = x |w. 这 样 
乘法 映射 可 以 用 局 部 坐标 表示 为 
2 = Gy yy Ty, 7T), li<r, (1.7) 
其 中 
(yy sy) EW (re,r) EU, 
并 且 9 是 自 变量 yi,x’ 的 光滑 函数 . 
设 X E77.G, 则 有 UU 中 一 条 光滑 曲线 人 一 € 二 t 二 e, 使 得 
7(0)=e, 7(0)= (1. 8) 
和 L(Y(1))=g. ro 一 pawYe 是 0 中 过 点 g 的 一 条 光滑 曲线 ,并 
它 在 & 处 的 切 向 量 是 


于 Cg GD) = LY 0) = (Li) i.(X) 一 六 Cg)， 
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设 7Y(z) 的 参数 方程 为 
X(t) = x (7()), 


于 是 
rr i 9 
X=7(0)= >) CE 00) “| ， 
x: — dC0) (1. 9) 
dt 


这 样 , 曲 线 g .YQ) 的 参数 方程 为 
z' (1) 一 Gl(g,7(t)) 一 Gy, ,yy ,T(t) ,TX (1)), (1. 10) 


所 以 
oy dz (0) 9 
(8) 一 > dt 3y 
Sa . dz’ (t) , 9 
,j=1 QZ7 (y,7)= (g,e) dt t=0 9y 8 
. 9 
— S\xi -一 
2 QZ” 9y 
故 X 的 分 量 是 


(1.11) 


QZz7 

很 明显 ,分 量 蓄 E C~(W), 故 久 在 任意 一 点 g 处 是 光滑 的 , 即 X E .2(0c). 

在 上 面 的 计算 中 ,我 们 顺便 得 到 了 线性 同 构 (L)..:T.cC 一 TeC 在 目 然 
基底 向 量 上 作用 的 公式 : 


TT 三 € 


Xe) = DKSE 


df (g ,7) ,9 
(Ze) ， :| 孝 j= DY || (1. 12) 
所 以 线性 同 构 (L,) ， 在 自然 基底 下 的 矩阵 是 
| 
az | “=。 


定理 1.1 设 CG 是 ~ 维 李 群 , 则 由 切 向 量 XE 7.C 经 左 移动 产生 的 光滑 
切 向 量 场 实在 李 群 G 的 左 移动 下 是 不 变 的 ; 反 过 来 , 李 群 C 上 任意 一 个 在 左 移 
动 下 不 变 的 切 向 量 场 都 是 由 在 单位 元 素 e 处 的 某 个 切 向 量 经 过 左 移动 产生 
的 . 
证 明 ” 任 取 hE€G, 则 
(Li) ws (XCg)) = Li,) ,ss ° (Le) elX) 
=(L,° L),..(X) = (Zr) ee(X) 
=Y(h. g), 
故 切 向 量 场 苹 在 左 移动 L; 下 不 变 (V h € G). 
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反 过 来 , 设 了 是 G 上 在 左 移动 下 不 变 的 切 向 量 场 , 所 以 对 于 任意 在 hE€ G 
有 
(Li).s Yl(g)) =Yh.g), VeE€EG. 
令 8 三 e, 则 得 
Yh) = (L,),.(Y(e)). 
证 毕 . 
定义 1.2 设 XE 2(c). 若 对 任意 的 gECG 都 有 
(ZL ),X 一 和 X， 
则 称 X 为 李 群 C 上 的 左 不 变 向 量 场 . 
定理 1.2 在 > 维 李 群 C 上 全 体 左 不 变 向 量 场 构成 一 个 ~ 维 癌 量 空间 , 记 
为 多 , 它 与 切 空 间 7TG 是 同 构 的 ;此 外 ,Poisson 插 号 积 | ,在 空间 罗 中 是 封闭 
的 ,因而 使 多 成 为 一 个 7 维 李 代数 . 
证 明 很 明显 ,大 X,Y 是 G 上 的 左 不 变 同 量 场 , 则 XX 十 了 ,4X(4E€ R) 也 
是 G 上 的 左 不 变 问 量 场 ,多 成 为 一 个 癌 量 空间 . 定义 映射 c : 罗 一 了 .C ,使 得 对 
任意 的 XE 多 有 
o(X) = X(e). 
这 显然 是 一 个 线性 映射 . 由 定理 1.1, 映 射 6 是 1 一 1 的 ,所 以 o 是 线性 同 构 , 即 
多 是 ” 维 问 量 空间 . 
另外 , 设 和 ,7Y € 多 ,因此 ,对 于 任意 的 gEG 有 
(LA).X=X, (L),.Y=Y, 
即 切 向 量 场 X,Y 分 别 与 它们 自身 是 Ls- 相关 的 .根据 第 三 章 定理 2.5,[LX,Y |] 
与 它 自 映 也 是 工 ,- 相关 的 , 即 
(Le) [X,Y] = [LL),. XX,L). Y= [X,Y], 
所 以 LX,Y] € 多 .由 此 可 见 多 是 :20G) 的 一 个 子 代 数 , 即 多 是 一 个 ”~ 维 李 代 
数 . 
定义 1.3 在 r 维 李 群 G 上 全 体 左 不 变 问 量 场 关 于 Poisson 括号 积 [ ，] 
构成 一 个 7+ 维 李 代数 罗 , 称 为 李 群 C 的 李 代 数 . 
由 于 回 量 空间 7.C 与 多 是 线性 同 构 的 ,所 以 可 以 在 7.C 中 引进 乘法 如 下 : 
YXY7ET.G, 令 
[X,Y] = [X,Y](e), (1.13) 
其 中 X,Y 是 由 和 ,7 经 左 移动 产生 的 左 不 变 向 量 场 . 这 样 ,7T.G 成 为 与 多 同 构 
的 李 代数 . 通常 我 们 也 把 7.C 称 为 李 群 C 的 李 代数 . 
在 一 般 的 光滑 流 形 上 ,处 处 非 零 的 光滑 切 问 量 场 是 未 必 存 在 的 (参看 第 二 
章 3 2 的 Hopt 定理 ), 更 谈 不 上 定义 在 整个 流 形 上 的 光滑 切 标 架 场 了 . 李 群 是 
一 个 例外 ,根据 定理 1. 2, 多 存在 基底 {X; : 1 过 i 过 7}, 这样 X; 是 G 上 7 个 左 
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不 变 回 量 场 ,它们 处 处 是 线性 无 关 的 ,因此 在 G 上 形成 一 个 光滑 的 切 标 架 场 . 
推论 1.3 设 G 是 7r 维 李 群 ,{X;: 1 过 i 过 7} 是 多 的 一 个 基底 , 则 光滑 切 
可 量 场 X € :2 (CCc) 是 左 不 变 问 量 场 , 当 且 仅 当 它 是 X; 的 常 系数 线性 组 合 . 
证 明 这 是 定理 1.2 的 直接 推论 .我 们 重新 证 一 下 必要 性 ,以 便 增强 对 
于 左 不 变 问 量 场 的 感性 认识 . 由 于 {X; : 1 过 1 牵 7} 是 在 C 上 大 范围 定义 的 切 
标 架 场 , 故 切 向 量 场 X E 2-(cC) 可 以 用 它们 线性 表示 : 


X= Dj a'X,, 
其 中 a’ € C™(G). 由 和 和 所 的 左 不 变性 得 到 :对 于 任意 的 g EC 有 
X(g :hh) =(L,),.,(X(h)) 


= (Le) (>a'(h)X(h)) 
1 一 1 
= Sah) (Lo), Xh)) 


= > a'(h)Xi(g .hh), 


因此 
a(l(g*h)=a(h), VhE€EG. 
取 户 一 e, 则 得 
a'(g)=al(e)=const, 1 过 171 过 x. 

推论 1.4 设 CG 是 7 维 李 群 ,{X; :1 过 1 过 7) 是 多 的 一 个 基 , 则 存在 一 

组 常数 C;, 使 得 

[Xi,X;] = 0. KX li,j<r. (1. 14) 
Ci 称 为 李 群 C 的 结构 常数 . 在 多 的 基底 变换 时 ,服从 (1,2) 型 张 量 的 变换 规 
律 . 

证 明 因为 LX;,X,] 是 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 故 它 们 能 表示 成 X; 的 常 系 
数 线 性 组 合 . Poisson 括号 积 [ , ] 是 从 多 X 多 到 多 的 双 线 性 映射 ,所 以 结构 常 
数 Ci; 服从 (1,2) 型 张 量 的 变换 规律 . 

定理 1.5 李 群 G 的 结构 常数 Ci; 满足 下 列 恒等式 : 

(1)C# 十 CC 一 0; 

(2)CC + CC 十 CaCo = 0. 

证 明 由 于 Poisson 插 号 积 [ ，] 是 反 交 换 的 , 故 

LX;,X)] 一 LX;,X;] 一 C7,X, 一 C7XA， 
由 此 得 到 恒等式 (1). 
为 外 ,Poisson 括号 积 [L ，j」] 满足 Jacobi 恒等式 , 故 
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[LX;,X,],X,] 十 [[LX XXX] + [LX,, X,;],X,] 
= (CiCn 十 CiCs + CEC )X, 
一 0， 
因此 恒等式 (2) 成 立 . 
李 群 的 结构 常数 能 够 用 乘法 运算 的 坐标 表达 式 来 计算 . 
定理 1.6 设 G 是 一 个 r 维 李 群 , 群 的 乘法 运算 记 成 gq. 设 (D;z') 是 单位 
元 素 e 的 局 部 坐标 系 ,V 是 e 的 另 一 开 邻 域 ,使 得 gCV x V) CU, 则 可 设 9 的 
坐标 表达 式 是 
z= Gry), (x,y) EVXT. 


令 6; = 沪 | , 则 李 群 G 在 基底 (6,) 下 的 结构 常数 C$ 是 


Ct _ FP (zy) Pd(zr,y) 


7 ar'9y’ |,-y-。 Ax’9y’ 1.15) 


X= y=e 


证 明 用 X; 表示 将 5; 经 左 移动 生成 的 左 不 变 向 量 场 ,由 (1. 12) 式 得 到 
Ai(Z) 一 (L,) (0)) 


-YPNV) .| ，vzrey (1.16) 
k=1 了 ?一 dr | > 
于 是 
[X;,X, |(e) 
=| DE ,9 PEE 
k=1 Ay y=e Are /一 1 7 一 
= {Ee ,PGT,Y) Wx,y) a 9 
7 ay ar4oy; ay areay ar 
但 是 PCe,y) 一 y,, 所 以 
32 (zy) Wy) 一 2 (1.17) 
9y r=y-e 9y y=e 
因此 
[X,, X,](e) 
= | | .XX,(e), 
gz 9y’ 9xr’9Yy z=y=e 
即 
C’ = GPx,Y) FG (x,y) 
ar ay |- 一-。 ax7ay | 一。 


反 过 来 ,如 果 给 定 一 组 实数 C$,1 三 J 委 ”, 它 们 满足 定理 1.5 的 恒 等 
式 (1),(2), 则 必 有 一 个 抽象 的 - 维 李 代 数 以 {C EN 吉 构 常数 . 事实 上 ,我 
们 取 一 个 7 维 向 量 空间 V ,其 基底 为 {v ,于 是 可 借助 {(C i} 给 出 V 中 基底 向 量 
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的 乘法 表 : 
[vi,v, 一 Cv,. 
将 上 面 的 乘法 作 双 线性 扩张 ,成 为 向 量 空间 Y 中 的 乘法 . 这 样 ,向 量 空间 VV 关 
于 乘法 [ ，] 成 为 一 个 7 维 李 代数 . 
让 我 们 简要 地 回顾 一 下 本 节 所 叙述 的 过 程 :首先 从 李 群 G 出 发 ,讨论 CG 上 
的 左 不 变 向 量 场 ,它们 构成 一 个 有 限 维 的 李 代数 , 称 为 李 群 G 的 李 代 数 . 李 代 
数 的 核心 是 其 基底 元 素 的 乘法 表 , 这 上 归结 为 满足 定理 1.5 的 两 个 恒等式 的 一 
组 实数 C? , 称 为 李 群 G 的 结构 常数 . 倒 过 来 ,如 果 给 定 了 满足 定理 1. 5 的 恒 等 
式 (1),(2) 的 一 组 实数 C ,必定 有 一 个 抽象 的 李 代数 以 {C2 } 为 结构 常数 . 但 
是 ,在 给 定 了 一 个 有 限 维 李 代数 之 后 ,是 否 存 在 一 个 李 群 以 它 为 李 群 的 李 代 数 
呢 ? 这 样 的 李 群 有 多 少 ? 这 些 问 题 的 答案 将 在 $ 3 给 出 ,但 是 这 些 结论 的 证 明 
需要 相当 长 的 篇 幅 ,我 们 不 在 本 书 叙 述 了 ,读者 可 看 L12],[26]. 
例 8 求 一 般 线 性 群 GL(n) 的 结构 常数 . 
用 了 表示 n Xn 单位 矩阵 , 它 是 李 群 GL (n) 的 单位 元 素 .n X nn 实 和 矩阵 的 
合 记 为 M5n) ,显然 Mn,n) 宇 R" .在 Mn,n) 中 取 如 下 的 基底 :Ei,1 到 
i,j 碌 n, 其 中 ;表示 在 第 1 行 . 第 j 列 的 元 素 为 1、 其 余 元 素 缘 为 零 的 nXn 答 
阵 . 这 样 ,任意 一 个 n XxX nn 和 矩阵 XX 可 以 表示 成 
X= Xi (1. 18) 


i,] 二 1 


其 中 Xi 表示 矩阵 和 在 第 : 行 . 第 7 列 的 元 素 . (1.18) 式 也 说 明 , 点 XE€ Mn， 
n) 衬 R” 在 标 架 {O;E;') 下 的 坐标 是 和 , 即 它们 给 出 了 MCa,z) 中 的 坐标 系 . 


在 这 个 坐标 系 下 所 产生 的 自然 标 架 场 是 |X; | 上 ,并且 
9 
aX | br. 


由 于 GL(n) 是 Mn,n) 的 开 子 集 , 所 以 Mr,n) 宇 R” 的 上 述 坐 标 系 及 自 

然 标 架 场 适用 于 GL(n). 将 GL(n) 中 的 乘法 运算 记 作 9, 那么 8 在 上 述 坐 标 系 
下 的 表达 式 为 

(pA,B)); = (4A.B);= 2) AB. (1. 19) 


k=1 


现在 我 们 要 求 在 李 群 GL(n) 上 由 单位 元 素 了 处 的 切 向 量 E/ = 起 -| 经 过 左 


移动 所 产生 的 左 不 变 向 量 场 , 记 为 Ej. 根据 (1.12) 式 , 我 们 有 


~ 9 
El|a -90a 坟 | 
7 
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47 
ox 


k,l=1 


- 》， Apr 议 1 


k,li,h=1 


= DA 了 7 


一 | Sa 


(1. 20) 


直接 计算 得 到 : 


gk 一 :Ey. (1. 21) 
奉 记 
[Ei, Eri] = > CRE,, (1. 22) 
则 对 照 (1. 14) 和 (1. 21) 式 得 到 李 群 GL On) 的 结构 常数 为 
C9 = Or66, — 62°67. (1. 23) 
将 (1. 21) 式 限制 在 单位 元 素 7， 则 得 到 切 空间 Ti(GL(n)) 中 括号 积 的 乘 
[E2,E,| = OuE; — OE,. (1. 21)’ 
设 4,BE Mn,n) 实 Ti(GL(n)), 令 


A= VAE’, B= WBiE,, 


1,J=1: 1 7 一 1 
则 
[A ,Bj 一 A,BALE;,E,| 
i,Jsk,l=1 : 
一 > A B/W E; 一 一 OE,’) 


,AB/ TT BA)E; 


~A.B—B.A, (1. 24) 
其 中 “. ”表示 矩阵 的 乘法 . 由 此 可 见 ,n X nn 实 和 矩阵 的 集合 M(n,n) 是 李 群 
GL(n) 在 单位 元 素 处 的 切 空间 . 它 作 为 李 群 GL(n) 的 李 代 数 时 ,任意 两 个 元 
素 4,BE MQn,n) 的 括号 积 [4,B] 恰 好 是 它们 的 交换 子 4*B8 一 B.A4. 通 常 ， 
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我 们 把 李 群 GL(n) 的 李 代 数 记 为 gl(n). 

顺便 提 一 下 , 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,用 gl(V) 表示 从 V 到 自身 的 全 体 线性 
变 换 的 集合 . 在 第 一 章 $ 4, 我 们 已 经 指出 gl(V) 等 同 于 V 上 (1,1) 是 和 的 
空间 7 = 二 L(V* ,V;R), 因 此 它 是 ni 维 向 量 空间 .在 gl(V) 中 还 能 定义 一 
乘法 : 设 4,p € gl(V), 令 

[a,B]=aepB—pBea. (1. 25) 

很 明显 ,gl(V) 关于 括号 积 [ ，] 成 为 一 个 n? 维 李 代数 . 事实 上 在 gl(V) 和 
gL(z) 之 间 可 以 建立 1 一 1 对 应 .在 了 中 取 定 一 个 基底 {6), 则 ceE gl(V) 可 以 
表示 为 


a(0;) = 0170)， (1. 26) 
矩阵 
a a 
4 一 | : (1. 27) 
Qi ee da,” 


称 为 线性 变换 a 在 基底 {6;} 下 的 矩阵 . 反 过 来 , 任 给 4 E gl(n), 则 由 (1. 26) 式 
给 出 了 从 站 到 它 自 身 的 线性 变换 a, 它 以 A 为 a 在 基底 (6,} 下 的 和 矩阵. 
很 明显 ,在 gl(V) 和 gl() 之 间 的 上 述 术 对 应 是 保持 线性 吉 构 的 . 并 且 ,如 果 
BP 是 gl(V) 的 男 一 个 元 素 , 它 在 基底 {6;} 下 的 矩阵 是 B == (6, ,那么 
a 。 PB(6,) = al S16,) 


7 一 1 


= ja(8)) = 一 Yo， 
7=1 j,k=1 
所 以 
(ae1 一 8。a)(6) 
一 > >) (af 05 一 bi ai ) 6,, (1. 28) 


即 a。B 一 Bp。a 在 基底 {5,) 下 的 矩阵 是 

[A,B| ~A.B—B.A. 
这 意味 着 ,在 gl(V) 和 gl(n) 之 间 的 上 述 对 应 还 保持 括号 积 不 变 . 根据 下 面 的 
定义 3. 2, 李 代数 gl(V) 和 gl(n) 是 同 构 的 


32 结构 方程 


在 本 节 我 们 要 叙述 李 群 C 上 与 左 不 变 向 量 场 对 偶 的 左 不 变 1 次 微分 式 ， 
通常 称 它们 为 李 群 G 的 Maurer-Cartan 形式 . 
定义 2.1 设 G 是 李 群 ,w € A1(G). 车 对 任意 的 gE€EG 都 有 
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(Zoo 一 ww， (2. 1) 
则 称 w 为 李 群 C 上 的 左 不 变 1 次 微分 式 . 
在 $1 已 经 知道 ,对 于 任意 的 g € G,L,:G 一 G 是 光滑 同 胚 ,因此 在 任意 
一 点 hh € G, 我 们 有 线性 同 构 
(Lae) : TiG > To.sG 
(L)* : Ti,G—> TYG. 
所 以 (2.1) 式 的 意义 是 :对 于 任意 的 hE G 有 
(L)* (wg »h)) = wlh), (2. 2) 
即 对 于 任意 的 XE Tc 有 
(Wh) CX) = (wgh))) CL ) ,XN). 
定理 2.1 设 G 是 李 群 ,w€ A1(G), 则 ww 是 G 上 的 左 不 变 微分 式 的 充分 
必要 条 件 是 % 在 G 的 任意 一 个 左 不 变 向 量 场 上 的 值 是 常数 . 
证 明 设 % 是 左 不 变 1 次 微分 式 ,X 是 左 不 变 向 量 场 , 则 对 于 任意 一 点 g 
EG 有 
(L)'w = w, (L).X=X. 
因此 ,w(X) 作为 李 群 G 上 的 光滑 函数 在 g 处 的 值 为 
(w(X)) (g) 
=w(g)(X(g)) 
=w(g) LO) KC) 
=((L,)* (w(g)))(X(e)) 
=w(e) (X(e)) 
= (w(X))(e) = const, 
即 w(X) 是 G 上 的 常 值 函数 . 
反 过 来 ,假定 wE A'(G), 并 旦 它 在 G 的 任意 一 个 左 不 变 向 量 场 上 的 值 为 
常数 . 任 取 g € G,X € 多 , 则 在 任意 一 点 h EG 有 
(Lo) * w) Ch) XR)) 
=w(g » h) (CL) (XR))) 
~w(g * h)(X(g .hh)) 
=(w(X)) (gh) 
=(w(X))h) 
=(w(h)) (XR)). 
由 于 (0) ,.:T.G 一 TG 是 线性 同 构 , 且 XX(4) = (L4,),,(X(e)), 因 此 
TG = {(X(h):X EY. 
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于 是 ,上 式 表 明 
(Le) wh) = wh), ,VvhEG, 
即 
L,.*w=w, 
w 是 左 不 变 1 次 微分 式 . 


根据 定理 2.1,C 上 的 每 一 个 左 不 变 1 次 微分 式 w 可 以 看 成 G 的 李 代 数 多 
上 的 线性 函数 w : 多 一 R, 使 得 对 于 任意 的 XE€ 多 ， 
w(X) = (w(X))(e). 
于 是 G 上 全 体 左 不 变 1 次 微分 式 构成 一 个 向 量 空 间 , 它 是 多 的 对 偶 空 间 , 记 为 
GZ. 
在 7T.G 中 取 定 一 个 基底 {6;) ,假定 在 7。*G 中 的 对 偶 基底 是 {5}),6 (0;) = 
0;. 用 X; 表示 由 6; 经 过 左 移动 产生 的 左 不 变 癌 量 场 : 
X,(g) = (L,) (0;). (2. 3) 
{X;) 是 李 代 数 多 的 一 个 基底 . 
由 于 对 于 任意 的 8g € G, (Lv 一 (CO ! :TG 一 7,G 是 线性 同 
构 , 可 以 定义 TsG 上 的 线性 函数 w(g) : 了 TG 一 R 如 下 ;对 于 任意 的 XE 了 TG， 


今 


(wi (gCX) = FL) .YX). (2.4) 

这 样 ,w 是 李 群 G 上 的 1 一 形式 场 . 容易 证 明 ,w 是 G 上 光滑 的 1 一 形式 场 , 即 

w' € A'(G). 实际 上 ,在 单位 元 素 e 处 取 局 部 坐标 系 (U ;xz ) ,在 g 处 取 局 部 坐标 

系 CW;y), 使 得 = 二 dz'|., 并 且 有 g 的 邻 域 Wi CW 满足 条 件 U.: WiCW. 
(2.4) 式 表明 

wg) = (Ld) = (LO, (2.5) 

其 中 (LD)*: Ts。*G 一 T,*G 是 切 上 映射 (0),。: TG 一 TG 的 诱导 映射 . 从 (1. 
12) 式 得 到 

CD (dy ) =— DE 2 


= DE | (2. 6) 
Aaxz’ 
所 以 
一 2 4 (8) (7 (dy |。)， (2.7) 


其 中 (A7(g)) 是 矩阵 a gs) _ | 的 逆 箱 阵 ,因而 A1(g) 是 5 的 光滑 函数 
这 样 ， 
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w(g) 一 ((Ze)) 0 


= Ae) (LO YT! (LO) dy’le) 


= 2 hi (edyil, (2. 8) 
j=1 


故 w 是 G 上 的 1 次 微分 式 . 
定理 2.2 设 G 是 7 维 李 群 ,w 是 由 (2.5) 式 所 定义 的 7 个 1 次 微分 式 , 则 
w 是 G 上 的 左 不 变 微分 式 , 它 们 构成 多 的 基底 {X;} 的 对 侦 基 底 . 
这 样 的 一 组 左 不 变 1 次 微分 式 {w } 称 为 李 群 C 的 Maurer-Cartan 形式 . 
证 明 ”实际 上 ,在 任意 一 点 8 EC 有 
(w (X;))(g) = wg)(X,(g)) 
=((L.-1) "0)(X,(g)) 
一 人 (CD (X;(g))) 
=0(6,) = 6 (2. 9) 
但 是 {X;} 是 多 的 一 个 基底 ,G 上 每 一 个 左 不 变 回 量 场 都 是 X; 的 常 系数 线性 组 
合 , 因 而 w 在 G 的 每 一 个 左 不 变 向 量 场 上 的 值 为 常数 , 故 w 是 G 上 的 左 不 变 1 
次 微分 式 . (2. 9) 式 说 明 
w (X,) 一 和， 
故 {w} 是 多" 中 与 多 的 基底 {X;) 对 偶 的 基底 . 
1 次 微分 式 w' 的 左 不 变性 也 可 以 直接 根据 定义 来 验证 . 任 取 hE€ G, 则 由 
(2. 5) 式 得 到 
(L;,)* (wg)) 
一 (ZN °。 (Le-1)*O 
=(L.-1° LL) 
= (Lo-ig-1) "oO 
一 w (h 'g), 
所 以 w 是 左 不 变 微分 式 . 
Maurer-Cartan 形式 {w} 作为 多 ”的 基底 确定 到 差 一 个 满 秩 的 常 系数 线 
性 变换 ;关于 7G 中 的 基底 变换 ,(w} 是 按照 反 变 向 量 的 规律 进行 变换 的 . 换 
言 之 , 知 在 了 7.C 中 取 为 一 个 基底 {ei} ,假定 


CE 一 0Q270 1; (2. 10) 
用 {9} 记 对 应 的 Maurer-Cartan 形式 ,那么 | 
wi = ai0. (2. 11) 


由 此 可 见 ,者 令 
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w = wi6,, (2. 12) 
则 w 不 依赖 于 切 空 间 T.C 中 基底 {6;} 的 选取 , 它 是 李 群 G 上 取 值 在 向 量 空间 
T.G 中 的 左 不 变 微分 式 . 通常 把 这 样 的 1 次 微分 式 w 称 为 李 群 G 的 
Maurer-Cartan 形式 更 为 确切 ,因为 它 与 7.G 中 的 基底 选取 无 关 , 是 唯一 确定 
的 . 注意 ,微分 式 % 限制 在 任意 一 点 g E G, 恰 好 是 线性 同 构 (Le-1),: T,G 一 
7.0. 实 际 上 , 若 取 X E TsG, 则 由 (2.4) 式 得 到 
wX) = 6 0((L-1), X) = (L.-1), (X). 

定理 2.3 设 G 是 7 维 李 群 , {6;} 是 TG 的 一 个 基底 , 则 对 应 的 

Maurer-Cartan 形式 {wi}) 满足 下 列 结构 方程 : 


1 
2 


其 中 Ci 是 李 群 G 在 基底 {0;) 下 的 结构 常数 . 
证 明 由 于 对 于 每 一 点 8g € G,(Le-!1)”: 7T,*G 一 T,*G 是 线性 同 构 ,并 


dw’ 一 Ciiw’ 人 ws (2. 13) 


且 

w (8) = (Le-1)*0’, 
所 以 左 不 变 微分 式 {w }) 在 G 上 是 处 处 线性 无 关 的 .这样 ,dw 作为 G 上 的 2 次 外 
微分 式 ,能 用 (w} 的 外 积 表 示 . 假定 {X;} 是 多 中 与 {fw'} 对 偶 的 基底 , 于 是 
w(g)(X(g)) = 0;,YV g € G( 参 看 (2.9) 式 ), 因 此 


dwi(g) = (dw(g)) (KX,(g), Xi(g)) (8) A wt(g), 


即 
dw 一 Fd (XK A we, 
由 第 四 章 的 推论 2. 3 得 到 
dow (X,;, X,) 
=X;(w' (X,)) 一 Xl(w (KX,)) 一 w ([X,;,X, ]) 
一 一 CO (X,) 
一 一 Ct， 
所 以 
dw =— LCiw A ot. 


2 
根据 结构 方程 (2. 13) ,我 们 能 够 通过 Maurer-Cartan 形式 来 求 李 群 的 结 
构 常 数 . 作为 例子 ,我 们 重新 证 明定 理 1. 6. 
设 (UQ ;zx ) 是 单位 元 素 e 的 局 部 坐标 系 , 令 5 = dx'|。. 用 {w} 表示 对 应 于 
基底 {0} 的 Maurer-Cartan 形式 , 则 由 (2. 8) 式 得 到 
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Of (yy) oy 
z ay |- 
求 上 式 的 外 微分 得 到 
| Ay PEN) aw 
ariay |,-. ay |,- 
令 之 一 e, 则 得 
det) (0) =— LEE wle) A wo) 
TAY z=y= 
_ 加 车 二 一 六 | wi(e) A we). 
与 结构 方程 (2. 13) 对 照 得 到 
» {FPCTIY) | 
Cs = | Es || (2. 14) 


例 1 求 GL(n) 的 Maurer-Cartan 形式 . 
采用 $1 例 8 的 记号 ,Xi 表示 矩阵 XE MQ,n) 中 第 1 行 .第 j 列 的 元 素 ， 


因而 它们 给 出 了 GL () 中 的 坐标 系 .已 知 由 局 二 二 | 生成 的 左 不 变 向 量 场 
(参看 (1. 20)) 是 


B= DX 1<ij<n (2. 15) 
由 dX;l; 生成 的 左 不 变 微分 式 记 为 ,所 以 {w;} 和 {Ei} 是 彼此 对 偶 的 , 即 

OUj( 玉 1) = 66/ 7 1 二 1,7,k.l 二 nn. (2.16) 
将 (2. 15) 式 代 入 得 到 

2 Xto (a)=3 0 = OY XY, 
其 中 (Y,) 是 X= (X;) 的 道 矩 阵 由 此 得 到 

相沿 一 0Y,, 

所 以 


=Y,dX? 一 Y,dX?. (2.17) 
引进 矩阵 记号 , 令 名 二 (wj), 即 ww 是 一 个 nx Xn 和 矩阵 , 它 的 第 i 行 、 第 7 列 

元 素 是 微分 式 w ,那么 (2. 17) 式 成 为 
w= X!. dX. (2. 18) 
值得 指出 的 是 ,(2. 18) 是 十 分 重要 的 表达 式 . 直接 可 以 证 明 ,X .dX 是 
李 群 GL(n) 上 的 左 不 变 微分 式 . 男 外 ,GL(n) 的 李子 群 可 以 看 作 和 嵌入 在 
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GL(n) 内 的 子 流 形 ,而 将 XX .dX 通过 包含 映射 i 拉 回 到 GL(n) 的 李子 群 上 ，. 
也 就 是 将 和 .dx 限制 在 GL(n) 的 李子 群 上 , 便 得 到 该 李子 群 的 左 不 变 微分 
式 . 事实 上 , 知 取 A € GL(n) , 则 
(Lai) “w=(A.X)'.d(A.X) 
=X-!1.A-!.A.dx 
~X 1!.dX=w. 
对 (2. 18) 求 外 微分 , 则 得 
dw 一 dX :人 dxX， (2.19) 
这 里 的 右 端 是 元 素 为 外 微分 式 的 两 个 矩阵 之 积 ,它们 首先 按照 矩阵 相 乘 的 规 
则 做 乘法 ,然后 规定 元 素 之 间 的 乘法 是 外 积 . 因为 
X 1!.X=1, 
求 外 微分 得 到 
dX 一 。 有 十 X- vdX 一 0， 
所 以 
dX :=— X!.dX. X-!. 
代入 (2.19) 式 便 得 到 


dw 一 一 ww 人 wow (2. 20 ) 
这 就 是 GL(n) 的 结构 方程 .用 分 量 表 示 , 则 是 
dw’ 一 一 w, 人 wh. | (2. 21) 
根据 对 侦 关 系 (2.16),GL(n) 的 结构 方程 的 一 般 表 达 式 应 该 是 
de = 一 Cj 人 中 (2. 22) 
而 (2. 21) 式 可 以 改写 成 
du; 一 一 8566gop 人 a 


方 (85859) 一 630) wr 人 wt, 


与 (2. 22) 式 相 比较 得 到 

CO ,= 04 — .030,, (2. 23) 
这 与 (1. 23) 式 是 一 致 的 . 

: 例 2 特殊 线性 群 SL(2) 的 Maurer 一 Cartan 形式 

SL(2) 是 行列 式 为 1 的 2X2 实 系数 矩阵 组 成 的 乘法 群 .SLC2) 是 GL(2) 
中 的 一 个 超 曲面 ,不 能 用 一 个 坐标 系 把 它 整个 覆盖 住 . 我 们 首先 用 局 部 坐标 系 
来 求 SL(2) 上 的 左 不 变 向 量 场 和 Maurer-Cartan 形式 . 

设 
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0 a 
L 一 | | 和 SL(2)， 


22 
故 ailia2 一 alai2 二 1. 这 样 , 今 
Ul= {a€ SL(2):a! 0), 
U,= {a € SL(2) : a,! 0}, 
则 Ui,U; 是 SL(2) 的 两 个 开 子 集 ,并 且 覆 盖 了 SL(2). 在 Ui 中 取 坐 标 系 (zl， 
Z ,7X ), 使 得 


(2. 24) 


Xi(a) = al,r (a) 一 asd) = a’; 
在 U, 中 取 坐 标 系 (y!,y?,y’) ,使 得 
y (4a) 二 ay (a) = a ,yy (a) = qa’. 


单位 元 素 1 落 在 U, 内 ,对 于 x € UU, 则 有 


x! x’ 
Zz 一 | ，1 ree (2. 25) 
7 
求 微 分 得 到 
1 0 0 1 0 01: 
dz 一 ] 十 z2za |dz: 十 zx3 | dz2 十 xz? | dz ， 
0 一 (Xx1)? ol ] zx! 


于 是 自然 标 架 向 量 -所 ,- 写 ,- 看 作 M(2,2) 一 R' 中 的 切 向 量 场 用 分 量 表示 
分 别 是 


] 0 
3 
-| te 
| (iD)? 
0 1 
2 | | (2. 26) 
x! 
0 0 
9 -一 2 
特别 是 ,SL(2) 在 单位 元 素 I(x! == 1,zx? = x? = 二 0) 的 切 空 间 由 下 列 三 个 矩阵 
张 成 : 
| 0 / 0 1]，10 0 
， | | (2. 27) 
0 一 1) 0 0 \1 0 


万 设 gE U1, 当 g 充分 接近 TT 时 ,zx .geE Ui, 所 以 乘法 运算 yp 的 局 部 坐标 表达 
式 为 . 
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| 一 Z151 十 Z2g3， 


2 3 
Frig) = rg tr Ee 一 二 ， 


(2. 28) 
2 3 
gp = zg! A .p93. 
由 此 得 到 
xl x? 3 
| 1 
下 |= ”7 ”| (2. 29) 
过 2 一 2 0 l 十 XT 
+ I 


个 


— 9 
用 X, 表示 由 二 
名 辣 


经 过 左 移动 产生 的 左 不 变 向 量 场 , 根 据 (1. 12) 式 得 到 


9 
x xX! — Xz’ Xs azl 
1 
0 X! 0 9 
入， ] 十 2 gr? 9 (2. 30) 
X， 7 0 7 3 
ar’ 
所 以 
9 9 9 
XX) Ta 7 Rt a 
9 
义 ， =—x! gr2? 
9 1 十 zz 9 
XT 
直接 计算 得 到 
[XXX | 一 2X,， 
[X, , XX, | 一 2X,， (2. 31) 
[X,,X, | 一 入 1. 
由 此 可 见 SL(2) 的 结构 常数 是 
Ca = 2, Ciz = Ci = 0, 
Ci 二 一 2， C13 一 C13 一 0， (2. 32) 


Css = 1， C2 一 C23 一 0. 
它们 也 可 以 从 (2. 27) 式 的 三 个 矩阵 求 交换 子 得 到 . 
假定 与 X,,X;,X;, 对 偶 的 Maurer-Cartan 形式 为 ww ,w , 则 
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XxX! 一 并 ya 
(dx!' ,dzx’: ,dx’) 一 (w ,0w? ,3 ) 。 0 x 0 ? 
2 0 ] 一 x 
lj 二 rxr Xx(l xx’) 3 
zl (Xx1) ~ 
(ww ,wi) 一 (dzldz2 dz3) 。 0 三 0 |， 
2、\2 
72 _ 2 x! 
因此 在 0; 上 ,Maurer-Cartan 形式 的 表达 式 为 
wl! 一 li xr 一 2dz3 ， 
并 
2 2 3 2 
一 dr 十 二 dm dz (2. 33 ) 
(x!) x! 
二 一 Xdx! 十 Xidr’ 
在 Ui 门 U; 上 的 坐标 变换 为 
1 .3 _ 
zl -一 人 -一 yt -一 > 7 1 (2. 34) 
所 以 在 坐标 域 U。 上 ,Maurer-Cartan 形式 的 表达 式 为 
wey 一 1 2 _ Vidws 
四 y? > yy QUY ， 
2 = ysdyz 一 yz2dya， (2. 35 ) 
1 1 1 3 _ 1 ] 2 
ww3 一 yd 一 YY dy 十 7 dy’. 
求 (2. 33) 的 外 微分 得 到 
dw! 一 一 o2 人 oa， 
| 一 一 2w! 人 wi,， (2. 36 ) 
dw 一 2wl 人 wi, 


由 此 得 到 ， SL(2) 的 结构 常数 即 如 (2. 32) 式 所 给 出 的 . 

SL(2) 的 Maurer-Cartan 形式 可 以 通过 男 一 条 途径 得 到 . SL(2) 是 GL(2) 
的 子 群 ,也 是 GL(2) 的 超 曲 面 ,用 i : SL(2) 一 GL(2) 记 包 含 映 射 . 如 果 w 是 
GL(2) 上 的 左 不 变 微 分 式 , 则 i*w 是 SL(2) 上 的 左 不 变 微分 式 . 实际 上 , 取 a 
€ SL(2), 则 

(La) (1*w) = (1 ° L,)*w. 
但 是 . 
i° L(g)=a.g=L,°i(g), V2 € SL(2), 
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所 以 
(LA)* (ww) = (LD) w=i*w, Va€ SL(2). 
由 例 1,GL(2) 的 Maurer-Cartan 形式 为 


wl 一 


deta (az2dai 四 a,'dal’) 9 


ww 一 了 (ay2da 四 a, da,” ) ， 


wi 一 二 (一 azdail 十 ailda)， 


wt 一 二 (一 ai2da， 十 al da ). 


所 谓 吉 wr 就 是 将 wr 限制 在 SL(2) 上, 即 要 求 deta = ala 一 aa 二 1. 因 此， 
在 QT 天 0 时 有 


1 十 azra 
cw! — wt 一 7 1 二 一 一 da， 1 一 CQzidai” 9 
QT 
1 1 2 
ar(1 十 cy at) 1 (a 2 
wd 十 一 da,! — da? 
1N2 1 TQC2 
(ai ) Ul a 
cuU3 一 一 aj:dal! 十 al'dal’， 


此 即 (2. 33) 式 给 出 的 微分 式 .SL(2) 的 结构 方程 (2. 36) 可 以 从 GL(2) 的 结构 
方程 得 到 . - 

GL (n) 的 其 它 子 群 ,比如 O(n) ,用 参数 方程 表示 比 SL(n) 困难 得 多 ,因此 
直接 求 该 子 群 的 左 不 变 向 量 场 和 左 不 变 微分 式 是 比较 困难 的 . 一 条 有 效 的 途 
径 是 利用 GL(n) 的 左 不 变 微分 式 和 包含 映射 . 设 G 是 GL(n) 的 子 群 ,也 蚌 
GL(n) 的 嵌 人 子 流 形 , 用 ; : G 一 GL(n) 记 包 含 上 映射 , 则 i* wi 是 CG 上 的 左 不 变 
微分 式 . 在 i*wt,l1 三 ,l 三 nn 中 找 出 极 大 线性 无 关 组 ， 它们 便 构成 G 上 
Maurer-Cartan 形式 的 基底 . 另外 ,根据 GL(n) 的 结构 方程 (2. 21) 式 得 到 

d(i*w) =— (GG*w) A (i* wi), 
并 将 上 式 化 到 G 的 Maurer-Cartan 形式 的 基底 上 去 , 便 得 到 C 的 结构 方程 ,以 
及 C 的 结构 常数 . 

李 群 的 结构 方程 很 重要 . 下 面 的 定理 说 明 了 结构 方程 的 重要 全 ， 它 是 所 
谓 的 活动 标 架 法 的 基础 . 

定理 2.5 设 G 是 7 维 李 群 ,{wi) 是 G 上 的 Maurer-Cartan 形式 ,结构 常 
数 为 C5. 若 在 m 维 光滑 流 形 M 上 存在 > 个 1 工 次 微分 式 少 ,它们 满足 方程 组 


dr 一 一 3Chy Ay,， (2. 37) 
则 在 每 一 点 p € M 有 一 个 邻 域 口 ,以 及 光滑 映射 f : U 一 G ,使 得 
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三 =y. (2. 38) 
如 果 放 ,f; :UU 一 G 是 满足 条 件 (2. 38) 的 两 个 光滑 映射 , 则 存在 元 素 g € G， 
使 得 
f= Le° fi, (2. 39) 
即 jf 和 f; 的 象 只 差 李 群 G 中 的 一 个 左 移动 . 
证 明 设立 :MXCG 一 AM 和 冯 : MxG 一 G 分 别 是 从 积 流 形 M XG 
到 前 、 后 两 个 因子 的 投影 . 考虑 Pfaff 方程 组 
=aA— nw =0, li<r. (2. 40) 
由 于 tw } 是 处 处 线性 无 关 的 , 故 V 也 是 处 处 线性 无 关 的 ,因此 方程 组 (2. 40) 在 
流 形 M x G 上 定义 了 一 个 m 维 光 滑 分 布 . 因为 


dl 一 一 FC tA A nw A rx) 


一 一 3 Car AOC—0 A rx: wt) 


一 0 mod(0',..…,0),， 
故 方程 组 (2. 40) 是 完全 可 积 的 . 根据 第 四 章 推 论 3. 3, 对 于 每 一 点 (zoyao) € 
M x C, 分 别 有 zo 的 局 部 坐标 系 (Ciz*) 和 ao 的 局 部 坐标 系 (YiceD) ,以 及 定义 
在 尽 久 站 上 的 -个 光滑 函数 VCz pz 20)， 使 得 在 U XV 上 方程 组 
(2. 40) 等 价 于 


dg (zis, aar) =0, 1l1<i<r. (2. 41) 
这 意味 着 在 U XV 上 存在 rr 4 个 光 潮 癌 儿 A;(zx,a),det(A’;) 关 0, 使 得 
0 = A — rw = A'dyg. (2. 42) 


今 
C% 一 G(x, “°° 0 00， “°° ,40). 


由 于 《tw } 的 线性 无 关 性 ,从 (2. 42) 式 可 知 


det 好 和 | 和 0， 
因此 从 方程 组 
Gx tal sa) = 0 li<r (2. 43) 
在 点 ze 的 某 个 邻 域 U, CU 上 能 解 出 光滑 函数 
a’ = fi(xl, 2x"), 1 Zi<r, (2. 44) 
满足 条 件 z 
f' (zh, ,XH) 一 00， (2. 45) 


并 且 将 (2. 44) 式 代 入 (2. 43) 之 后 成 为 U, 上 的 恒等式 . 
现在 ,(2. 44) 式 给 出 一 个 光滑 映射 f :Ul 一 G, 并 且 f(xo) = ao. 考虑 映 
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射 7 :Li 一 LU XxX G, 使 得 
i(X) = (x,f (x)), . (2. 46) 
那么 并 一 id:U 一 CUir ori 一 上 :U 和 一 G. 于 是 ， 
i ap naw) = ip 
=(A; °°1).d(y .1) = 0, 
即 
f*w =y. 
假定 广 , 廊 : U1 一 G 是 两 个 这 样 的 光滑 映射 , 记 fi (zo) = ai,fi(xo) = 
az, 令 g 二 4a,* ar!, 则 
f(x0o) = LL, ° fi(zo). (2. 47) 
考虑 映射 ,i,: U1 一 M XG, 使 得 
(7X) = (rx,L,° f(r)), 
i (7X) = (rt,fi(7)), VrEU, 
则 它们 都 是 方程 组 (2. 40) 的 经 过 点 (zx。o,as) 的 m 维 积分 流 形 ,实际 上 ， 
好 及 一 (rs 一 (re 人 
= — (Ls,° f1)*ow 
= — fi? °°。 (Lo) ow 


一 少 fr ow 一 0， 
太一 (Or oi) ry oi) 
一 少 一 fiw 一 0. 


由 于 (2. 40) 是 完全 可 积 组 ,经 过 同一 点 (xo,as) 的 m 维 (最 高 维 ) 积分 流 形 是 
唯一 的 ,因此 
jz) 王 8 … 广 (Z)，VZEUDi， 
即 
f=L,..f/:UI—0G. 

例 3 曲面 论 基 本 定理 . 

在 第 四 章 § 4, 我 们 介绍 了 外 微分 和 活动 标 架 法 在 微分 几何 中 的 应 用 .在 
本 例 ,我们 把 曲面 论 基本 定理 归结 为 定理 2.5 的 应 用 . 


设 E; 是 3 维 欧 氏 空间 ,多 是 已 上 所 有 标 架 组 成 的 空间 .在 已: 中 取 定 一 
个 (单位 正 交 ) 标 架 (3;0， , 07 ,6;) , 则 多 和 集合 R°* x GL (3) 能 够 建立 一 一 对 


应 . 在 第 四 章 8$ 4 已 经 解释 过 多 中 的 元 素 可 看 作 E3 上 的 一 个 仿 射 变换 . 设 (a， 
A)ER:xXGL(3), 令 A: 思 -> 为 
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a? at aa cs|。 


(2. 48) 


3 


信 3 


a ai a; Qa 
4 是 EE 到 自身 的 仿 射 变换 . EE? 的 两 个 仿 射 变换 的 合成 看 作 这 两 个 仿 射 变换 的 
积 . 设 是 对 应 于 (,B) € Rs x GL(3) 的 仿 射 变换 , 则 容易 计算 出 亏 。 斑 对 应 
于 元 素 

(a+A.6,A.B)ER’: x GL(3). 

在 RX GL(3) 中 引进 乘法 ， 

(a,A). (5,B)= (a+A.6b,A.B). (2. 49) 
容易 证 明 :R: x GL(3) 在 乘法 运算 (2. 49) 下 是 一 个 12 维 李 群 ,该 李 群 记 为 
R IXGL(3), 是 Ri 和 GL(3) 的 半 直 积 . 请 读者 自己 证 明 : 该 李 群 的 


Maurer-Cartan 形式 的 基底 恰好 是 多 中 的 活动 标 架 的 相对 分 量 ( 参 看 第 四 章 
3 4,(4.7) 式 ) ,结构 方程 是 第 四 章 § 4 的 (4. 8) 式 . 
如 果 在 区 域 U CR: 上 给 定 两 个 2 次 微分 式 
P 一 gusdu’du®, 
| /一 badu’du?, 
其 中 矩阵 (gp) 是 正定 的 ,而 且 gu,bp 满足 Gauss 方程 和 Codazzi 方程 . 令 
| dr = du’, yg; 一 0， 


(2. 50) 


y= Todu, ;= bedus, (2. 51) 
= gbpdu, 明 =0, 
其 中 1 二 a,B8,7 过 2. 那么 ,微分 式 p,y 满 足 Gauss-Codazzi 方程 等 价 于 1 次 微 
分 式 (2. 51) 满足 方程 
| oy 一 A 人 - (2. 52) 
dgi = A. 
注意 到 (2. 52) 式 与 李 群 R [XGL(3) 的 结构 方程 (或 者 是 仿 射 空间 4 的 结构 
方程 ,参看 第 四 章 § 4,(4. 8) 式 ) 是 一 致 的 ,因此 从 定理 2. 5 得 知 存 在 光滑 映 
射 :U 一 Ri|XGL(3), 使 得 
| fw 一 少 ， 
fwi=. 
在 RXGL(3) 和 标 架 空间 多 的 等 同 下 ,f(U) 就 是 多 中 依赖 2 个 参数 的 标 架 
族 . 在 初始 值 满足 适当 条 件 下 ,该 标 架 族 的 原点 描 出 的 曲面 就 是 以 p,y 为 第 一 
基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 曲面 . 具体 的 细节 在 此 不 多 说 了 ,读者 可 参看 [3]. 
下 面 的 定理 也 是 定理 2. 5 的 一 个 应 用 : 
定理 2.6 设 G 是 一 个 r 维 连通 李 群 ,o : GG 是 光滑 映射 , 则 o 是 李 群 
G 上 的 一 个 左 移动 , 当 且 仅 当 ve 保持 李 群 G 的 Maurer-Cartan 形式 不 变 . 


。290 。 第 六 章 ” 李 群 初步 


证 明 ”G 的 Maurer-Cartan 形式 是 左 不 变 微分 式 ,所 以 必要 性 成 立 . 
现 证 充分 性 . 设 G 的 Maurer-Cartan 形式 是 {wi'}). 对 照 定 理 2.5, 令 M = 
G,y = w',g 一 0(e). 那么 映射 5 和 左 移动 L,: G—>G 满足 同一 组 方程 
ow =w, (L)*w=w, li<r. 
根据 定理 2.5 的 后 一 个 断言 ,存在 元 素 h € G ,使 得 
o=L,°L 
将 上 式 两 边 作 用 在 e 上 得 到 
gh.g,， h=e, 


££" 


所 以 o == Ly. 证 毕 . 
$ 3 ” 李 群 的 同 态 和 李子 群 


在 掌握 了 李 群 的 概念 以 及 李 群 上 的 线性 结构 之 后 ,我 们 需要 考察 李 群 之 
间 的 关系 . 既然 李 群 是 群 和 光滑 流 形 的 结合 体 , 因 此 从 一 个 李 群 到 另 一 个 李 群 
的 有 意义 的 映射 应 该 既 要 保持 群 的 结构 不 变 ,又 要 保持 可 微 性 不 变 . 

定义 3.1 设 G, 瑟 是 两 个 李 群 .车 9:G 一 五 是 一 个 光滑 映射 ,并 且 是 从 
C 到 五 的 群 同 态 , 则 称 2 是 从 李 群 C 到 李 群 五 的 同 态 . 

如 果 李 群 的 同 态 9: G 一 如 是 G 和 各 作 为 光滑 流 形 的 可 微 同 胚 , 则 称 9 为 
李 群 G 和 五 的 同 构 . 李 群 G 到 它 自身 的 同 构 称 为 李 群 G 的 自 同 构 . 

定义 3.2 设 多 ,Y 是 两 个 李 代 数 . 设 y :多 一 弦 是 线性 映射 ,并 且 y 保 
持 括 号 积 , 即 
J LX,Y]) =[YCX),VY7)]，VXT7E 多 ， 

则 称 少 是 从 李 代 数 罗 到 :2 纪 的 同 态 . 

如 果 李 代数 的 同 态 y :多 一 弦 是 单 的 满 映射 , 则 称 y 是 李 代 数 多 入 
的 同 构 . 李 代 数 多 到 它 自身 的 同 构 称 为 李 代 数 多 的 自 同 构 . 

关于 李 群 及 其 李 代 数 的 同 态 ,有 下 面 的 重要 关系 . 

定理 3.1 设 G, 瑟 是 两 个 李 群 ,多 ,2 分 别 是 它们 的 李 代 数 .假定 89:G 一 
已 是 李 群 的 同 态 , 则 

(1) 对 于 G 上 任意 一 个 左 不 变 向 量 场 XE 多 ,在 万 上 必 有 唯一 的 一 个 左 
不 变 向 量 场 X E :2 开 , 使 得 入 和 和 是 P 相 关 的 ; 

(2) 由 上 述 对 应 和 一 入 给 出 的 映射 少 = g, :多 一 眶 是 李 代 数 的 同 态 . 

(3) 如 果 g:G 一 五 是 李 群 的 同 构 , 则 y= 9p : 多 一 : 弓 是 李 代 数 的 同 构 . 

证 了 明 (1) 设 李 群 G 和 五 的 单位 元 素 分 别 记 作 e 和 z, 同 态 2:C 一 已 把 
e 映 为 &, 因 此 它 的 诱导 切 上 映射 9.。: T.G 一 TiH 给 出 了 李 群 G 和 五 在 单位 元 
素 处 的 切 空间 之 间 的 线性 映射 . 

设 X 是 G 上 的 左 不 变 向 量 场 ,在 五 上 构造 左 不 变 向 量 场 XX 如下: 
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Kh) = (Li) sip Xe))), YhEH. (3. 1) 
我 们 要 证 明和 和 和 是 2 一 相关 的 . 
由 于 2 是 同 态 , 故 对 任意 的 gs,g E€ G 有 
plg :8') = pg). lg’'), 
即 
p° L(g )= La Pg), Ve EG, 
P。7Z = La Pp:G—>H. (3. 2) 
于 是 对 于 任意 的 gE G 有 
po(X(g)) 
一 Vse。(Le) (AX(e)) 
= (Lap) 。 Ps e(X(e)) 
=X(p(g)), 
所 以 切 向 量 场 信和 XX 是 yp- 相关 的 . 

与 X 是 9 相关 的 切 向 量 场 X 显然 是 唯一 的 . 若 Z E .2 开 ,并 且 Z 与 和 是 

六 相关 的 , 则 
pre Xe)) = Zle)) = 2Z(2) = X(2). 
由 2Z 的 左 不 变性 得 到 2Z = X. 

(2) 由 对 应 习 一 X 给 出 的 映射 py : 多 一 :2 显然 是 线性 的 . 设 X,Y € 多 ， 
在 且 上 对 应 的 左 不 变 向 量 场 分 别 记 为 匀 ,Y. 根据 第 三 章 的 定理 2. 5, 由 于 X， 
7 分别 与 X,Y 是 9g- 相关 的 ,所 以 [X,Y 了 ] 与 [X,Y] 是 9 相关 的 ,特别 是 

9: ([X,Y](e)) = [X,Y](). 
因为 [X,Y] 仍 是 如 上 的 左 不 变 向 量 场 ,由 前 款 的 唯一 性 得 到 
[X,Y] = [X,Y], 
即 
gLX,Y]) = [YCX) ,YY)], 
故 Y :多 一 如 是 李 代数 的 同 态 . 

(3) 在:C 一 已 是 李 群 的 同 构 , 则 8 必 是 光滑 流 形 CC 和 已 的 可 微 同 胚 ， 
因此 其 诱导 切 映 射 p,。: T.G 一 TH 是 线性 同 构 . 由 此 可 见 Y :多 一 人 姓 儿 是 
线性 同 构 , 所 以 少 是 李 代 数 罗 和 多 的 同 构 . 

定理 3.2 设 9:G 一 吴 是 李 群 的 同 态 ,w 是 及 上 任意 一 个 左 不 变 1 次 微 
分 式 , 则 pg*w 必 是 G 上 的 左 不 变 1 次 微分 式 , 故 有 同 态 9 : 如 "一 儿 *. 

证 明 设 w6 此 , 则 对 任意 的 gEC 有 

(ZL (Oo) =(9° LL)"w 
一 (Lare。P) “中 
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= °。 (Laxp) ow 
一 0 ww， 
因此 pg*w 是 G 上 的 左 不 变 微分 式 . 映射 mn 一 pg*w 显然 是 线性 的 . 
推论 3.3 设 9:G 一 号 是 李 群 的 同 态 ,{w}) 是 且 上 的 Maurer-Cartan 形 
式 , 则 (yg*w'} 是 李 群 G 上 的 一 组 左 不 变 微 分 式 , 并 且 满 足 {w} 所 满足 的 结构 方 
程 . 
证 明 设 
dw 一 一 3 Che 人 ua, 


其 中 Ci 是 常数 . 由 于 诱导 映射 9* 与 外 积 、 外 微分 的 可 交换 性 (第 四 章 定 理 1. 
3 ,定理 2.4) 故 有 


dp* wi) 一 一 FC wy) A (pg* wt). 


定理 3.4 设 G 是 连通 李 群 ,p,y :G 一 互 是 从 李 群 G 到 右 的 两 个 同 态 . 
如 果 9 和 少 诱导 出 C 和 玖 的 李 代 数 罗 和 :2 之 间 的 同一 个 同 态 P. 一 J :多 
> CY, 则 p= y. 

证 明 ”我 们 把 定理 3. 4 归结 为 定理 2.5 的 唯一 性 . 设 p:G 一 号 是 李 群 
的 同 态 ,{w}) 是 五 的 Maurer-Cartan 形式 , 令 « = 二 9*w, 则 它们 是 G 上 的 左 不 
变 微 分 式 ,并 且 由 推论 3. 3 得 到 


da 一 一 Che A a, 


其 中 Ci 是 李 群 且 关 于 Maurer-Cartan 形式 {w') 的 结构 常数 . 现在:G 一 五 
是 另 一 个 李 群 同 态 , 且 J, = 9 ,所 以 

J*w = ow = a, 
且 

yle) = ple) 一 e， 
因此 由 定理 2. 5 的 唯一 性 得 到 y= 二 9:G 一 了 H. z 

定理 3.1 说 明 , 李 群 G 和 五 之 间 的 一 个 同 态 诱导 出 它们 的 李 代 数 儿 和 .2 

之 间 的 一 个 同 态 . 如 果 李 群 G 和 五 是 同 构 的 , 则 它们 的 李 代数 多 和 以 也 是 同 
构 的 . 定理 3.4 则 进一步 说 明 , 如 果 G 是 连通 李 群 , 旦 从 G 到 五 的 两 个 李 群 同 
态 所 诱导 出 的 两 个 李 代数 同 态 是 相同 的 , 则 这 两 个 李 群 同 态 也 是 相同 的 . 倒 过 
来 ,如 果 在 李 群 G 和 五 的 李 代数 之 间 有 一 个 同 态 , 那 么 它 是 否 能 提升 为 李 群 
之 间 的 同 态 呢 ?如 果 李 代数 多 和 .2 是 同 构 的 , 则 李 群 G 和 五 是 否 是 同 构 的 ? 
这 些 问 题 是 李 群 论 的 基本 问题 ,下 面 的 定理 回答 了 这 些 问 题 . 由 于 它 的 证 明 超 
出 了 我 们 这 个 初等 课程 的 范围 ,在 这 里 就 不 加 以 证 明了 . 读者 可 查看 [12] ,第 
_ 音 . 
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定理 3.5 设 C, 妃 是 两 个 连通 李 群 ,多 和 : 缀 是 它们 的 李 代数 . 假定 
Y : 用 一 5 巡 是 李 代 数 的 同 态 . 如 果 C 是 单 连通 的 , 则 存在 唯一 的 一 个 李 群 同 态 
2 :G 闻 号 ,使 得 9p. ==y. 特别 地 ,如 果 y 是 同 构 , 并 且 G 和 五 都 是 单 连通 的 ， 
则 G 和 五 必 是 同 构 的 . 

在 上 面 的 定理 中 , 单 连通 性 条 件 是 必 不 可 少 的 . 我 们 举 一 个 最 简单 的 例 
子 来 说 明 这 一 点 . 设 G = Ri, 即 实数 加 群 , 它 是 单 连 通 的 ; 设 矿 = 7T' 是 一 维 环 
群 , 它 不 是 单 连通 的 .C 和 五 有 相同 的 李 代 数 Ri. 令 pC) =e ER , 则 9 给 
出 了 从 G 到 五 的 同 态 , 它 诱导 出 李 代 数 的 同 构 . 反 过 来 ,因为 如 的 紧 致 性 和 连 
通 性 , 若 有 李 群 同 态 2 : 五 一 G, 则 9( 恕 ) 必定 是 G 的 紧 致 连通 集 . 由 此 得 到 9 
必定 是 平凡 的 , 即 8( 召 ) = {0}. 因此 9, 不 是 有 如 和 G 的 李 代 数 同 构 ;换言之 , 妃 
和 CC 的 李 代 数 之 间 的 同 构 不 能 够 提升 为 从 李 群 妃 到 C 的 同 态 . 定理 3.5 说 明 ， 
有 限 维 李 代 数 和 单 连 通 的 连通 李 群 在 同 构 意义 下 是 彼此 对 应 的 . 

定义 3.3” 设 开 ,G 是 两 个 李 群 ,五 CC G. 如 果 

(1) 玉 是 G 的 子 群 ; 

(2) 包含 映射 7; 及 一 G 是 单一 的 浸入 子 流 形 , 则 称 五 是 G 的 李子 群 . 

有 两 点 需要 强调 一 下 :(1) 在 讲 到 五 是 G 的 李子 群 时 ,首先 要 求 瑟 本 身 是 
一 个 李 群 , 即 及 本 和 喘 有 光滑 结构 ,而 且 群 运算 关于 这 种 光滑 结构 是 光滑 的 ; 
(2) 尽管 玉 是 G 的 子 群 ,但 是 互 作为 C 的 李子 群 ,其 拓扑 未 必 是 从 C 诱导 而 
来 的 ,换言之 ,包含 映射 7: 五 一 G 不 必 是 和 庶 人 子 流 形 . 

李子 群 的 定义 可 叙述 成 更 一 般 的 形式 . 

定义 3.3” 设 甩 和 G 是 两 个 李 群 ,如 果 

(1) 存在 群 的 同 态 p9: 人 一 G; 

(2)9 :及 一 G 是 单一 的 温和 信子 流 形 , 则 称 (g, 右 ) 为 李 群 G 的 李子 群 . 

定义 3.3 和 定义 3. 3 是 等 价 的 . 既然 映射 9p: 有 一 G 是 单 的 ,可 以 把 如 和 
它 的 象 集 等 同 起 来 ,并 把 互 的 拓扑 结构 和 光滑 结构 通过 9 移植 到 象 集 w( 已 ) 
上 来 ,使 得 2 : 互 一 yp( 如 ) 是 光滑 同 胚 ;这 样 ,o( 瓦 ) 成 为 一 个 李 群 ,并 且 p(H) 
是 G 的 抽象 子 群 ,包含 映射 7 : YZ( 已 ) 一 G 是 浸入 子 流 形 . 

定义 3.3 明确 地 说 出 了 李子 群 和 李 群 同 态 这 两 个 概念 的 异同 处 . 很 明 
显 ,李子 群 9: 五 习 G 是 从 李 群 五 到 G 的 一 个 同 态 , 但 是 要 求 是 单 的 ,并 且 
切 映射 2. 也 处 处 是 单 的 . 特别 是 , 切 映 射 .: : Ti 且 一 TG 是 单 的 ,这 意味 着 
李 代 数 同 态 9 : 2 给 一 多 是 单 的 ,Pp, (22) 可 以 看 作 多 的 一 个 子 代 数 . 

定义 3.4 设 G 是 李 群 . 所谓 李 群 G 的 一 个 单 参 数 子 群 是 指 李 群 的 同 态 
05: 及 一 C, 这 里 R 是 实数 关于 加 法 所 构成 的 1 维 李 群 . 

定理 3.6 李 群 C 上 任意 一 个 非 零 的 左 不 变 向 量 场 和 唯一 地 决定 了 李 群 
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G 的 一 个 单 参数 子 群 6 : R 一 G, 使 得 o， 所 | 一 X(CcG)) ,并且 切 回 量 场 和 在 
G 上 生成 的 单 参数 变换 群 8 恰好 是 o(z) 在 G 上 给 出 的 右 移动 , 即 
(lg) = Rw(g), VgEG. (3. 3) 
证 明 根据 第 三 章 定 理 3. 1, 存 在 单位 元 素 e 的 一 个 邻 域 口 ,以 及 作用 在 
U 上 的 局 部 单 参数 变换 群 2: (一 ss) XU 一 C, 使 得 Xu 是 它 的 诱导 切 回 量 
场 . 
任 取 g€G, 则 避 二 g.U = L(VU) 是 g 的 一 个 邻 域 . 令 9: (一 e,e) XU 
~ G, 使 得 
Ph) = gpg 1h), V (hh) E (一 ss) XU. 
显然 ,Pp 是 作用 在 0 上 的 局 部 单 参数 变换 群 , 它 的 诱导 切 向 量 场 仍然 是 X. 实际 
上 


了 P(E,h) =(L0). | 证 ET 
=(L),. (X(g h)) 


二 XX(h)， 
上 面 最 后 一 个 等 号 的 根据 是 X 的 左 不 变性 . 上述 论证 表明 ,存在 一 个 公共 的 
正 数 s, 使 得 对 于 每 一 个 g&E G, 存 在 g 的 一 个 邻 域 避 以 及 局 部 单 参数 变换 群 
2: (一 ss) XU 一 G, 它 的 诱导 切 向 量 场 是 X|o. 根据 第 三 章 定理 3. 2 后 面 的 
说 明 ,X 必 在 G 上 生成 一 个 单 参数 可 微 变换 群 , 记 为 9p:R XG 一 CG. 


o(t) = (le), VtiER, (3. 4) 
则 
IC 二 5) 一 Je) = f° fle) 
=@(0(1)) = £ °。 Lu (e). 
由 于 X 在 左 移动 Co 下 是 不 变 的 ,由 第 三 章 推论 3.4 知 XX 生成 的 单 参 数 可 微 
变换 群 8 与 Lo 是 可 交换 的 ,因此 
ol(t 十 3) =Lu ° $le) 
= 上 ww (ol(s)) 
一 IC) 。o(s). (3. 5) 
这 说 明光 滑 映 射 c : R 一 C 是 李 群 的 同 态 , 即 c : R 一 G 是 李 群 G 的 单 参数 子 
群 . 
由 定义 ， 
0o'(0) = X(e), 
因此 从 (3. 5) 式 得 到 
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一 -一 


“| dz 


0 =0 (1) = (Lw), (Co (0)) 


=(L,w). (X(e)) = X(o()). 
另外 ,由 于 是 左 不 变 向 量 场 , 故 对 于 任意 的 g EC 有 
虽 " Le 一 Le 9 
(第 三 章 推论 3. 4). 将 上 式 作用 在 单位 元 素 e 上 ,得 到 
A(g) = gg * 0(t) = Ro (g), 
即 8 = Kw. 


当 X 去 0 时 ,上 式 表明 o: RG 是 温和 信子 流 形 ,所 以 当 o 是 单 映射 时 ， 
s :RG 是 G 的 1 维 李 子 群 .车 不 是 单 映射 时 , 则 存在 最 小 正 数 ,使 得 
o(to) 一 e, 此 时 以 Span{X} 为 李 代 数 的 1 维 李 子 群 是 一 维 环 群 7. 
根据 定理 3. 6 可 以 给 出 下 面 的 定义 ， 
定义 3.5” 设 G 是 李 群 ,对 于 任意 的 XC 7T,G, 用 ox :RR 一 G 表 示 李 群 G 
中 由 X 决定 的 单 参数 子 群 .定义 映射 exp : T,G 一 G, 使 得 
exp(X)= ox(1l), VX ETG, (3. 6) 
称 为 李 群 G 的 指数 映射 
定理 3.7” 设 G 是 维 李 群 , 则 指数 映射 exp : 7.G -> G 是 光滑 映射 ,并 且 
(exp) .一 id : T,G — TG. 
这 里 ,因为 了 7.G 是 向 量 空间 , 它 在 零 向 量 处 的 切 空间 与 它 自身 是 自然 等 同 的 ， 
证 明 ”在 单位 元 素 “处 取 局 部 坐标 系 (Ciz). 设 由 对 ;| 所 生成 的 左 不 变 
向 量 场 为 
X; = D3 2 (3.7) 
其 中 心 (z) 是 z 的 光滑 函数 


任 取 (a1,…,a”) € R", 则 XX 一 >a' 吉 | 所 生成 的 左 不 变 向 量 场 为 


i _ 17 j 9 
去 一 DX 一 2 (7) 元 (3. 8) 
根据 定义 ,exp(tX) 是 方程 组 
dx’ (zt) "| 
一 Q Li (X(t)) 9 
| dt 2 (3. 9) 
Z17(0) 一 0 


的 解 ,所 以 exp(tA ) 是 tsa 0 的 光滑 函数 ,其 中 |z| < 6. 
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对 于 任意 的 t+ € R, 存 在 正 整数 N ,使 得 


雄 | < 所 让 
£ N 
N 
由 于 李 群 的 乘法 的 光滑 性 ,exp (1 XX) 是 (1,a!,…,a’) ERXR' 的 光滑 函数 . 
特别 地 ,expX 是 a ,… ,a" 的 光滑 函数 , 即 exp : 7T.G -> G 是 光滑 映射 . 

因为 exp(1* XX) 是 G 中 由 半生 成 的 左 不 变 向 量 场 信 的 经 过 点 e 的 积分 曲 
线 , 故 


exp(tX) 一 -xX 


exp 


d 
=(exp) .| di| 


= (exp) ,ol(X), 

因此 (exp),o = 1d :7.C 一 了 .G-. 

根据 第 二 章 的 定理 4.1, 我 们 有 下 面 的 推论 : 

推论 3. 8 ” 李 群 G 的 指数 映射 exp : T.G 一 G 在 零 向 量 的 一 个 邻 域内 是 

推论 3. 9 ” 李 群 G 在 单位 元 素 e 处 存在 局 部 坐标 系 (Uiz) ,使 得 切 向 量 X 
- “过 | ET.G 所 决定 的 单 参数 子 群 c(t) 限制 在 U 内 的 方程 是 

ri(olt)) =ta, 1<i<r. (3. 10) 

证 明 ”因为 指数 映射 exp 在 单位 元 素 e 的 附近 是 光滑 同 胚 ,于 是 可 取 
TG 中 的 坐标 系 为 G 在 e 的 邻 域内 的 坐标 系 . 在 了 .C 中 取 定 一 个 基底 {6;) , 那 
么 在 e 的 邻 域内 有 局 部 坐标 系 (U ;x') ,使 得 


zexp( Daid,) | = a, 
j=1 


于 是 
9 
起 | = 
X'(o(t)) =x'| explt: BD | | ft。a’ 
ps 


如 上 所 述 的 局 部 坐标 系 (C ;z') 称 为 李 群 C 在 单位 元 素 e 处 的 第 一 类 标准 
定理 3.10 设 p:C 一 如是 从 李 群 C 到 玖 的 同 态 , 则 对 任意 的 X ET.GC 
有 
plexp(X)) = exp(P. (X)). 


~ 
AN 
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证 明 由 XX 在 G 中 决定 的 单 参数 子 群 是 
o(t) 一 exp(t。X). 
因为 9:G 一 刁 是 李 群 的 同 态 , 所 以 9。o:R 一 已 仍 是 光滑 映射 ,并 且 
Pp° oltt ss) =9(o(t) . ols)) 
=—=9p(o(t)) + plo(s)), 
所 以 pq9。o : R 一 如 是 从 李 群 R 到 右 内 的 同 态 , 即 Yo) 是 已 中 的 一 个 单 参 
数 子 群 . 它 在 t 王 0 处 的 切 问 量 是 
do (tz) | 
‘\ dt |,,o 


dp(o(t)) 
dt 
= .((exp) ,ol(X)) 
一 9,。( 广 )， 


t=0 


所 以 
po(t)) = plexp(t * X)) = exp(t* 9..(X)). 
令 t 二 1, 则 得 所 求 的 结果 . 
例 1 GL(n,C) 的 指数 映射 . 
GL(n,C) 是 非 退 化 的 n x nn 复 矩 阵 构 成 的 乘法 群 ,是 一 个 2 维 李 群 , 称 
为 复 一 般 线 性 群 . 单位 矩阵 了 7 是 GL (n,C) 的 单位 元 素 . 
用 gl(n,C) 表示 全 体 n Xn 复 矩 阵 的 集合 .对 于 任意 的 A € gl(n,C), 令 
o =-TT4 二 全 十 福士 和 十 光一 习 生 ， (3.11) 
规定 4' 二. 不 难 证 明 ,在 gl(n,C) 的 任意 一 个 有 界 域内 , 右 端 的 震级 数 是 一 
致 收敛 的 . 事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 一 个 有 界 域 DC gl(n,C), 必 有 一 个 正 数 
B ,使 得 属于 DD 的 每 一 个 矩阵 4 的 分 量 4A; 满足 不 等 式 
14A7| 过 BB， (3. 12) 
因此 
1(A 7 | nT Br". (3. 13) 


由 于 级 数 3 是 收 化 的 ,所 以 短 级 数 (3. 11) 在 DD 内 一 致 收 伍 . 
用 o,(4) 记 寡 级 数 (3. 11) 的 前 7 十 1 项 之 和 ,因此 
es = limo,(A). 
任意 给 定 B € GL(n,C), 显 然 有 
B.o(A).B-!=60(B.A.B-!), 

取 极 限 得 到 

B.es4.B-!—=ess . (3. 14) 
在 线性 代数 中 已 经 知道 ,每 一 个 n Xn 复 和 矩阵 4A 相似 于 一 个 Jordan 和 矩阵 ， 
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因此 存在 8€ GL(C2z,C) 使 得 如 .4 8- 成 为 上 三 角 和 矩阵 ,并且 在 对 角 线 上 的 
元 素 是 矩阵 4 的 特征 值 , 即 


和 x 
B.A.B-!- | 
0 A 
由 此 可 见 
hu x 
o | ， | 
0 A,” 
因此 
en x 
B.e.B!S= | | 
0 e” 
所 以 、 
dete4 一 TTe 一 exp| 3 一 ez4. (3. 15) 
i=1 i=1 


特别 是 dete 了 关 0,V A € gl(n,C), 故 es € GL(n,C). 
取 定 一 个 矩阵 4 € gl(n,C), 映 射 1 一 e 显然 是 光滑 的 ,并 且 
e“ |,_。 一 工 ， 
et。e’ =e t+)4 (3.16) 
因此 这 是 GL(n,C) 的 一 个 单 参 数 子 群 , 它 在 I 处 的 切 向 量 为 4. 根据 指数 映射 
exp : gl(n,C) 一 GL(n,C) 的 定义 ， 
expA=e*, YAE zgl(n,C). (3. 17) 
“指数 映射 ”的 名 称 就 是 由 此 而 来 的 . 
例 2 ” 一般 线 性 群 GL (n). 
n Xn 复 矩 阵 关 可 以 写成 
X 一 4 十 v 一 1B， 
其 中 4,8 是 2” 义 款 实 手 阵 , 分 别称 为 X 的 实 部 和 虚 部 , 记 作 4 = ReX,B = 
ImX. 这 样 ， 
GL(n) = {(X € GL(n,C) :ImX = 0}. (3. 18) 
GL (n) 是 一 个 李 群 ,并 且 是 GL(n,C) 的 李子 群 .GL (n,C) 有 很 多 李子 群 ,列举 
如 下 : 
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特殊 线性 群 SL(n)= (AE GL(n): detA = 1), 
正 交 群 Om) = {A4€EGLG): A'.A=1)}, 
特殊 正 交 群 SO(n) = O(n) 门 SLCz)， 
复 特 殊 线性 群 SLOn,C) = {A € GL(n,C) : detA = 1), 
复 正 交 群 On,C)= (AEGLGn,C): A.A=71)}, 
本 群 U() 一 (4EGLOC) :4 .4 一 卫 ， 
其 中 4 是 指 4 的 元 素 取 复 共 罗 所 得 的 矩阵 . 
由 于 
dete4 一 er4， e4 一 e4， (e4)1 一 e4， 


不 难 知道 上 面 各 个 李 群 的 李 代数 是 
sl(n)= {A € gl(n) :trA = 0), 
0(n) = so(n)= {4 €E gl(n): A A= 0}, 
sl(n,C) = {A € gl(n,C) :trA = 0)}, 
oln,C)= {AE gltn,C): A'++ A = 0)}, 
ul(n)= {AEgln,C): A'+ A= 0)}. 
例 3 对 于 特殊 线性 群 SL(2) 而 言 ,指数 映射 exp : s1(2) 一 SL(2) 不 
是 满 映射 . 
李 代 数 sl(2) 是 由 迹 为 零 的 2 X 2 实 和 矩阵 构成 的 集合 . 设 4E sl(2), 则 有 4 
可 以 表示 成 
a DO 
其 中 ap，c 为 实数 . 4 的 特征 多 项 式 是 
det(AI— A)= 尺 一 (a: 二 + bc) 一 0， 
放 4 的 特征 根 为 士 w, 或 士 x V 一 了 ,其 中 a 一 VTar 干 6cT; 这 样 ,e? 的 特征 根 
或 为 一 对 互 为 倒数 的 正 数 ,或 为 一 对 互 为 共 轿 的 复数 (包括 一 对 十 1, 或 一 对 
一 1). 所 以 SL(2) 中 特征 根 为 两 个 不 同 负数 的 元 素 ,例如 
7 0 ) 
站 
不 会 是 任何 属于 s1(2) 的 矩阵 在 指数 映射 下 的 象 , 即 它 不 在 任何 单 参数 子 群 
上 . 
对 于 任意 的 紧 致 连通 李 群 G, 指 数 映射 exp : 7.C 一 G 必定 是 映 满 的 . 要 
证 明 这 个 事实 需要 用 到 黎 曼 几何 知识 . 大 意 如 下 :首先 ,在 紧 致 李 群 G 上 存在 
双 不 变 歼 曼 度 量 ( 即 在 这 种 度量 下 , 左 移动 和 右 移 动 都 是 该 黎 曼 流 形 的 等 距 变 
换 ). 而 在 具有 双 不 变 黎 曼 度 量 的 李 群 上 , 测 地 线 或 者 是 李 群 的 单 参数 子 群 , 或 


A= 


9 
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者 是 单 参 数 子 群 与 左 移动 的 合成 . 再 有 , 紧 致 黎 曼 流 形 必定 是 完备 的 ,因此 G 
中 每 一 点 都 能 用 测 地 线 和 单位 元 素 连 结 起 来 ,这 条 测 地 线 必 是 李 群 G 的 一 个 
单 参 数 子 群 , 即 G 的 每 一 个 元 素 必 落 在 G 的 一 个 单 参数 子 群 上 .证 明 的 细节 可 
参考 [21 |]. 

根据 上 面 的 断言 ,要 找 指数 映射 非 满 的 李 群 的 例子 ,只 能 在 非 紧 致 李 群 中 
去 找 . 

李 群 的 闭 子 群 在 李 群 论 中 有 特殊 的 重要 地 位 . 所 谓 李 群 G 的 闭 子 群 右 是 
指 妃 既是 群 G 的 子 群 ,又 是 G 作为 拓扑 空间 的 闭 子 集 . 它 的 重要 性 体现 在 下 
面 两 个 定理 之 中 ,有 很 多 应 用 . 因为 这 些 定理 的 证 明 比较 繁 ,需要 比较 长 的 篇 
幅 ,在 本 课程 只 限于 了 解 这 些 结论 . 

定理 3.11 设 G 是 李 群 ,如 是 G6 的 闭 子 群 , 则 在 如 上 存在 唯一 的 一 个 光 
滑 结构 ,使 得 石 成 为 一 个 李 群 ,并 且 i : 五 一 G 是 G 的 李子 群 .此 外 ,(i, 石 ) 是 
G 的 对 人 子 流 形 . 

最 后 一 个 结论 还 能 加 强 为 : 设 p: 五 ->G 是 李 群 G 的 李子 群 , 则 (9, 石 ) 是 
G 的 仍 和 人 子 流 形 当 且 仅 当 Y( 巡 ) 是 G 的 闭 子 集 . 

定理 3.12 设 卫 是 李 群 G 的 闭 子 群 , 记 左 陪 集 的 集合 {8 .HH:g€0G) 
为 G/ 瑟 ,自然 投影 为 Xx: G 一 G/ 卫 , 则 在 G/ 瑟 上 存在 唯一 的 一 个 光滑 流 形 结 
构 ,使 得 

(1)xr :G 一 G/ 卫 是 光滑 映射 ; 

(2)G/ 吾 在 G 中 有 局 部 的 光滑 截面 , 即 : 对 于 任意 的 g :及 E G/ 昌 ,存在 g 
“器 在 G/ 吾 中 的 开 邻 域 W, 以 及 光滑 映射 +r: 太一 CG ,满足 

XTX°o°TtT=1d:W—W. 

定理 3.11 给 出 了 判断 李 群 的 一 个 子 群 是 李子 群 的 一 个 方便 的 准则 . 在 例 
2 中 ,GL(n),SL(n) ,O(n),SL(n,C) ,O(n,C),U(n) 等 等 都 是 GL(n,C) 的 闭 
子 群 ,所 以 它们 都 是 GL (n,C) 的 李子 群 . 
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在 上 一 节 的 例子 中 ,我 们 已 经 对 于 复 一 般 线性 群 和 实 一 般 线性 群 作 了 详 
细 的 讨论 . 这 些 群 都 是 具体 的 李 群 ,它们 的 李 代数 比较 简单 ,结构 常数 也 容易 
算出 来 . 了 解 一 个 抽象 李 群 的 性 状 的 办 法 之 一 是 研究 它 到 一 般 线性 群 的 同 态 ， 
也 就 是 把 李 群 G 的 每 一 个 元 素 表示 成 某 个 向 量 空间 到 自身 的 非 退 化 线性 变 
换 . 

定义 4.1 设 V 是 实数 域 R( 或 复数 域 C) 上 的 维 向 量 空间 ,用 GL(V) 
表示 VV 上 的 线性 自 同 构 群 . 从 李 群 G 到 GL(V) 的 一 个 同 态 9: G 一 GL(V) 称 
为 李 群 G 的 一 个 表示 (或 复 表示 ), 记 为 (p,V ) ,其 中 V 称 为 李 群 G 的 表示 空间 . 
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定义 4.2 设 V 是 实数 域 R( 或 复数 域 C) 上 的 n 维 向 量 空 间 , 用 gl(V) 表 
示 V 到 目 身 的 线性 变换 的 集合 , 它 关 于 交换 子 构成 一 个 李 代 数 . 从 李 代 数 多 
到 gl(V) 的 一 个 同 态 y : 多 一 gl(V) 称 为 李 代 数 多 的 一 个 表示 (或 复 表 示 ), 记 
为 (y,V), 其 中 V 称 为 李 代数 多 的 表示 空间 . 

李 群 和 李 代 数 的 表示 论 已 经 成 为 一 个 非常 专门 的 深刻 理论 , 它 在 李 群 . 李 
代数 的 结构 理论 , 齐 性 空间 、 对 称 空间 上 的 调和 分 析 , 泛 函 分 析 , 微 分 几何 以 及 
物理 学 等 各 个 方面 有 广泛 的 实质 性 应 用 ,成 为 这 些 领域 内 不 可 缺少 的 工具 .在 
本 节 我 们 要 介绍 李 群 及 其 李 代数 的 一 种 自然 的 .因而 是 十 分 重要 的 表示 , 称 为 
伴随 表示 ,其 表示 空间 是 李 群 的 李 代 数 本 身 . 

对 于 任意 的 g € G, 定 义 映 射 ad(g):G 一 G 如 下 : 

(ad(g))(h)= ghg !', VhE€EG, (4.1) 
即 ad(g)=L,°.R, ,=R,1°L,. (4. 2) 
由 此 可 见 ,ad(g) 是 李 群 G 到 它 自 喘 的 光滑 同 胚 ,并 且 把 单位 元 素 e 映 到 单位 
元 素 e. 另外 ,对 于 任意 的 有 ,hE€EG 有 
ad(g) (hi .hs)=(g.hg '). (gh,.g !) 
=ad(g) (hi) .ad(g)(h,), 
ad(g)(h ')=(g.h.g 1) 
= (ad(g)(h)) !, 
所 以 ad(g) :G 一 G 是 李 群 G 的 一 个 自 同 构 , 称 为 李 群 G 的 一 个 内 自 同 构 . 

将 李 群 G 的 全 体 自 同 构 的 集合 记 为 Aut(G), 它 关于 自 同 构 的 合成 构成 一 
个 群 , 其 单位 元 素 是 恒 同 映射 , 称 为 李 群 G 的 自 同 构 群 . 

李 群 G 的 全 体内 自 同 构 的 集合 ad(G) 也 构成 一 个 群 , 它 是 自 同 构 群 
Aut(G) 的 子 群 . 实际 上 ,对 于 g,h € G, 我 们 有 

ad(g) 。ad(h) 
=L,°。 Ro ° L,° R,-i 
=L,°。L;° Ro° Ri 
=Lg ° Ro -i 
=ad(g .hh),， (4. 3) 
所 以 ad(g)。ad(h) 仍 是 G 的 一 个 自 同 构 , 即 映射 的 合成 在 ad(G) 中 是 封闭 的 . 
另外 ,对 于 g EC 有 
(ad(g)) 一 (RD !°。 (L,) i! 
=R,° Le-! = ad(g !), (4..4) 
因此 ad(G) 是 一 个 群 , 称 为 李 群 G 的 内 自 同 构 群 ,是 Aut(C) 的 子 群 . (4. 3) 式 
还 表明 映射 ad : G -> Aut(G) 是 群 的 同 态 . 
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我 们 将 李 群 G 的 李 代 数 罗 和 了 .C 等 同 起 来 . 根据 定理 3.1, 自 同 构 
ad(g) :CG 一 GG 诱导 出 李 代 数 的 自 同 构 Ad(g) = (ad(g)),。: 多 一 多. 因为 
Ad(g) 是 多 作为 向 量 空 间 的 线性 自 同 构 ,所 以 Ad(g) € GL( 儿 ). z 

定理 4.1 设 C 是 李 群 ,多 是 它 的 李 代 数 , 则 映射 Ad : G 一 GL( 多 ) 是 李 
群 的 同 态 . 

证 明 首先 容易 验证 Ad : G 一 GL( 多 ) 是 群 的 同 态 . 实际 上 ,对 于 任意 
的 g,h€G 有 

ad(g .hh) = ad(g) »。 ad(h), 
所 以 
Ad(g .hh) =(ad(g :hh)).,. 
=(ad(g)),..° (ad(h)).,. 
=Ad(g) 。Ad(h). (4. 5) 

其 次 ,要 证 映射 Ad : C 一 GL( 多 ) 是 光滑 的 , 即 证 明 : 对 于 多 中 取 定 的 一 
个 基底 {2 ,线性 变换 Ad(g) 关于 基底 {6;} 的 矩阵 是 由 元 素 g 的 光滑 消 数 组 
成 的 . 

任 取 XE TG, 用 XX 表示 由 关 经 过 左 移动 产生 的 左 不 变 向 量 场 ,因此 对 于 
任意 的 g EC 有 

(Ad(g))(X) = (ad(g))..(X) 
= (Re-1) ,°° (Ls)..(X) 
=(R.-1),,(X(g)). 
注意 到 (CR,),。: T,G 一 TG 是 线性 同 构 , 它 的 逆 映 射 是 
(RD 一 (Rs : TG > TG, 
所 以 
(Ad(g))(X) = ((R,),.) 1'(X(g)). (4. 6) 

用 9:G XG 一 G 表 示 李 群 G 的 乘法 运算 ,PCA) 一 8 VS EC 
假定 (UD ;zx') 是 李 群 G 在 单位 元 素 e 处 的 局 部 坐标 系 ,(W ;y') 是 李 群 G 在 g 处 
的 局 部 坐标 系 . 由 于 群 运算 9 的 连续 性 , 当 UU 充 分 小 时 ,存在 g 的 邻 域 W, 使 得 
PU x Wi)CW,¥H pW Xx U)CW. 

在 1 我 们 已 经 得 到 


9 DE 3p (gs) zx) 
(L,) .| ar’ |= _ ay a (4. 7) 
同 理 可 得 
9 D3 ap (x,2) 9 
(RK, ) ， | aQz: | |= az 、 je Ay’ ge ， (4. 8) 


由 此 得 到 
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((R,) ,.)- | 亏 |= 2 Yi (8) 5 (4. 9) 
其 中 (VY;(g)) 是 矩阵 
| 8 | 
az Le 
的 逆 和 矩阵 . 所 以 ,由 公式 (4. 6) 得 到 
(Ad(g)) Ea 
一 (CR )，)-1 。 CD | 喜 | 
=((R,). De 2 二 | | 
op (g ,Xx) ET) k ,9 
a 加 “VV, (8) Fm (4. 10) 


这 说 明 线性 变换 Ad(8) : 1 | 的 矩阵 是 由 下 列 元 
素 组 成 的 ， 


Pig), 1 过 1,7 达 7 = dimG, 


它们 都 是 g 的 光滑 函数 . 因此 Ad : G->GL( 多 ) 是 光滑 映射 , 即 Ad 是 李 群 G 到 
GL (多 ) 的 同 态 . 

定义 4.3 设 C 是 7 维 李 群 ,多 是 G 的 李 代 数 , 李 群 的 同 态 Ad : C 一 
GL (多 ) 称 为 李 群 C 的 伴随 表示 . 

根据 定理 3. 1, 李 群 的 同 态 Ad : G -> GL (多 ) 诱导 出 它们 的 李 代数 之 间 的 
同 态 , 记 为 ad : 多 一 gl( 多 ), 称 为 李 代 数 多 的 伴随 表示 .需要 提醒 的 是 ,我 们 
在 本 书 将 同一 个 记号 ad 用 于 两 种 情形 :一 是 李 群 的 同 态 ad:C 一 Aut(G)( 参 
看 (4.3),(4.4) 式 ); 一 是 李 代 数 的 同 态 ad: 多 一 gl( 多 ). 由 于 ad 所 作用 的 空间 
不 同 , 因 此 不 会 引起 混淆 . 

定理 4.2 设 G 是 7 维 李 群 ,多 是 它 的 李 代 数 , 则 对 于 任意 的 X,Y € 7.C 
一 多 有 


(ad(X))(Y) = [X,Y|. (4.11) 

证 明 设 XE6E 多 .根据 定理 3.6, 切 向 量 X 决 定 了 李 群 G 的 一 个 单 参 数 

子 群 , 记 为 60(1) = exp(t， 六 ); 对 应 的 左 不 变 向 量 场 艾 决定 了 李 群 G 上 的 单 参 
数 变 换 群 2, 它 恰好 是 o() 给 出 的 右 移动 ,J = Ro. 因此 


dt | 


ad(X) 一 (Ad) ,和 
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— dAd(o())) 
dt 由 
又 设 了 YE 多 ,对 应 的 左 不 变 向 量 场记 为 了 》, 则 有 
Ad(s(D)OI) TY 
. 1 
lim 0 eo) CD) 一 了 


t—>0 t 


(1), (Y (a(e))) — Y(e) 
t 


(ad(X))(Y) =lim 


一 ]im 
t—>»0 


=[X,Y](e) = [X,Y], 

在 上 面 的 推导 中 用 到 了 第 三 章 的 定理 3. 5. 

定理 4.3 设 CG 是 李 群 ,多 是 它 的 李 代 数 , 则 对 任意 的 XE TG= 多 有 

Ad(exp(X)) = exp(ad(X)). (4. 12) 
证 明 设 XE€7,G = 多 , 则 
o(t) = exp(t » XX) 

是 G 中 的 一 个 单 参数 子 群 . 由 于 Ad : G -> GL(%) 是 李 群 的 同 态 , 因此 
Ad(o(zt)) 是 GL( 多 ) 中 的 一 个 单 参数 子 群 , 它 在 t 二 0 处 的 切 问 量 是 


d(Ad(o(z))) do(t) | 
dz := dt |:-o 


=(Ad),.(X) = ad(X), 


一 (Ad) ,。 


因此 
AdCexp(t。X)) 一 exp(。ad(CX)). 
让 :二 1, 即 得 (4. 12) 式 . 证 毕 . 


%$5 李 氏 变换 群 


李 群 的 重要 应 用 常常 是 以 变换 群 的 面貌 出 现 的 . 李 群 的 概念 起 源 于 S. 
Lie 的 连续 群 论 ,当时 所 指 的 群 就 是 变换 群 .在 物理 学 和 几何 学 中 ,空间 或 对 象 
的 对 称 性 就 表明 它们 容许 有 一 定 的 群 的 作用 . 在 本 节 ,我 们 的 主要 目的 是 介绍 
李 氏 变换 群 的 概念 , 齐 性 空间 的 概念 和 例子 . 这 些 概念 在 几何 学 和 物理 学 中 有 
广泛 的 应 用 . 

定义 5.1 设 邮 是 一 个 刀 维 光滑 流 形 ,C 是 7 维 李 群 .如 果 0:MXxG™ 
M 是 光滑 映射 , 记 为 

(rx,g8)=x*g, V(r,g)EMXG, 

使 得 

(1) 对 任意 的 zE AM 有 
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(2) 对 任意 的 zE M, 及 g,h EG 有 
(X88)*h=zr.*: (gh), 
则 称 G 是 右 作用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 . 
任意 固定 g&E G, 记 


R(X)=rx:g = 0(7rx,g), (5. 1) 

则 RK。 : M 一 M 是 光滑 映射 ,而 且 由 条 件 (1)、(2) 得 
R, 一 id ， 
R =R, 。R (5. 2) 
特别 地 , 令 h = 二 gg“', 则 有 
R11 R,= R,= id, 

因此 

(R)71=R 1:M—>M. (5. 3) 


这 意味 着 光滑 映射 R。: M 一 M 有 光滑 的 逆 上 映射 R.-! : M 一 M, 因 此 R, 是 光 
清流 形 MM 到 自身 的 光滑 同 胚 . 

如 果 把 光滑 流 形 M 到 它 自身 的 所 有 光滑 同 胚 的 集合 记 为 DiffCM), 则 
Diff (CM) 关于 映射 的 合成 显然 构成 一 个 群 , 称 为 W 的 光滑 同 胚 群 (或 可 微 同 胚 
群 ). 这 样 ,对 于 右 作 用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 9: M x G 一 MM 而 言 ,{R, = 0(…， 
8),V &g € G) 是 Dif(M) 的 一 个 子 群 . (5. 2) 式 表 明 , 对 应 g 一 R,-1 给 出 了 从 
群 G 到 Diff CM) 的 一 个 同 态 . 

同 理 ,我 们 可 以 定义 李 群 C 在 光滑 流 形 M 上 的 左 作用 : 

定义 5.2 设 必 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,G 是 7 维 李 群 .如 果 c:GxM 一 
M 是 光滑 映射 , 记 为 z 

ogXT)=g*X, Vg, EMXG, 

使 得 

(1) 对 任意 的 zE AM 有 

e。X 一 和 人工 ; 
(2) 对 任意 的 zxE M, 及 g,h EG 有 
g* (hr)= (gh) x, 

` 则 称 G 是 左 作用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 . 

对 固定 的 g € G, 令 

L(x) = o(g ,7), 

则 与 右 作 用 一 样 ,Ls : M 一 M 是 光滑 同 胚 , 故 工 , € Diff(M), 并 且 g 一 工 ,也 
是 从 群 G 到 Diff CM) 的 同 态 . 

李 群 < 在 M 上 的 左 作 用 和 右 作 用 是 可 以 互相 转换 的 . 实际 上 ,车 有 李 群 G 
在 M 上 的 右 作 用 09: M x G 一 M, 定 义 映 射 6:Gx M 一 M 如 下 : 
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olgs7)=0rg ), V (g,7+)EGCXM, 
则 c 是 光滑 的 ,并 且 对 任意 的 g,h€ G,zE MM 有 
o(g,o(h,7)) = 0(o(h,r),g ') . 
—=0(0(x,h 1),g ')=0(r,h .gg ) 
=0(x,(g .hh).)=o(g*h,z), 
且 
ICeZ) = 0(x,e) = 2， 
所 以 oc:G x M 一 M 是 李 群 G 在 光滑 流 形 M 上 的 左 作用 . 
例 1 单 参数 可 微 变 换 群 . 
对 照 第 三 章 的 定义 3.2, 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 单 参 数 可 微 变换 群 是 一 
维 李 群 R 在 M 上 的 左 作 用 ,同时 它 又 可 看 作 R 在 M 上 的 右 作 用 . 
例 2 李 群 G 作为 G 上 的 李 氏 变换 群 . 
设 p:GXG 一 G 是 李 群 的 乘法 运算 , 则 它 既 可 看 作 李 群 G 在 它 自 映 的 右 
作用 ,也 可 看 作 李 群 C 在 它 自 身 的 左 作 用 , 即 
Rs=9(,g8), Ls=9p(g,°), VgEob. 
无 论 按 哪 一 种 看 法 ,G 都 是 作用 在 C 上 的 李 氏 变换 群 . 
例 3 GL(n) 是 左 作 用 在 维 向 量 空间 V 上 的 李 氏 变换 群 . 


在 V 中 取 定 一 个 基底 {6;), 则 V 中 任意 一 个 元 素 可 以 表示 成 x = 之 人 
将 工 等 同 于 一 个 坐标 列 向 量 , 即 z 一 (zx!,… ,x"). 
令 G = 二 GL), 定 义 映 射 6:GX VV 一 VV 如 下 : 
Qi ee. Q， zx! 
] : | (5. 4) 
Lu 
这 是 一 个 光滑 映射 ,并且 
IC ,过 ) 一 Xx， 
o(A,o(B,7X7))=(A.B).:r=o(A. B,zZx), 
所 以 G == GL(n) 是 左 作 用 在 V 上 的 李 氏 变换 群 . 
例 4 设 多 是 n 维 向 量 空 间 V 的 所 有 基底 构成 的 集合 .GL(n) 是 右 作 用 
在 多 上 的 李 氏 变换 群 . 
如 所 周知 ,在 V 中 取 定 一 个 基底 之 后 ,V 中 每 一 个 基底 对 应 于 一 个 n Xn 
非 退化 矩阵 ,所 以 多 可 以 等 同 于 GL(n), 因 此 多 是 一 个 nn? 维 光滑 流 形 .将 多 
中 的 元 素 记 成 由 个 线性 无 关 的 向 量 构成 的 行 , 如 


6 = (0, ,0,). (5. 5) 
定义 映射 9: 多 xX G 一 多, 其 中 G = GL(n), 使 得 


o(A,X) =A:zx= 
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0(6,A) = (6 ,9 ) . A. (5. 6) 
这 样 ,对 于 任意 的 GE 多 ,4A4,BEG 有 
0(6,1) 一 人 ， 
0(0(6,A),B) =0(6,A . B), 
所 以 GL(n) 是 右 作用 在 多 上 的 李 氏 变换 群 . 

定义 5.3 设 C 是 右 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 若 对 C 中 任意 
一 个 非 单位 元 素 g ,都 有 MM 中 一 点 xz, 使 得 x. g 关 xz, 则 称 G 在 M 上 的 作用 是 
有 效 的 . 

换言之 ,大 CG 在 M 上 的 作用 是 有 效 的 , 则 对 任意 的 g 关 e,R。: M 一 MM 不 
是 恒 同 映射 . | 

定义 5.4 设 C 是 右 作 用 在 光滑 流 形 WM 上 的 李 氏 变换 群 . 若 对 G 中 任意 
一 个 非 单位 元 素 g ,光滑 同 胚 R。: M 一 M 都 没有 不 动 点 , 即 对 任意 的 XE€ M， 
都 有 R(x) = 二 x.“g 关 xz, 则 称 G 在 M 上 的 作用 是 自由 的 (或 称 G 在 M 上 的 作 
用 没有 不 动 点 ). 

李 群 G 在 光滑 流 形 MM 上 的 自由 作用 必定 是 有 效 的 . 对 于 左 作 用 在 M 上 的 
李 氏 变换 群 ,同样 有 有 效 作 用 和 自由 作用 的 概念 . 

设 C 是 右 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 取 X E TG, 用 6o() = 
exp( XX) 记 由 XX 在 G 中 产生 的 单 参数 子 群 ,于 是 Ro: M 一 M 给 出 作用 在 
M 上 的 单 参数 可 微 变换 群 ,用 X 表示 它 所 诱导 的 切 向 量 场 ,XE 2 (M). 根据 
第 二 章 的 (2.1) 式 , 对 于 任意 的 f€ C~(M) 有 


(Xf)) 8) = (Rew (fp)) 
,_ 
=lim p00 fp 
因此 , 简 记 成 
Xp) = lim 2 (5.7) 


定义 5.5 设 G 是 李 群 ,0 :MXC MM 是 右 作 用 在 人 MM 上 的 李 氏 变换 群 ， 
则 对 于 任意 的 XE€ 7.G, 由 作用 在 M 上 的 单 参数 可 微 变 换 群 Rewo.x) 诱导 的 切 
句 量 场 XE 缀 (MM) 称 为 切 向 量 XE 7.G 在 光滑 流 形 M 上 决定 的 基本 向 量 场 
(在 历史 上 , 也 称 立 为 由 XE TG 在 M 上 决定 的 无 穷 小 ( 右 ) 变换 ). 

如 果 把 李 群 G 看 作 右 作用 在 它 自 喘 的 李 氏 变换 群 , 则 由 XE TG 在 CG 上 
决定 的 基本 回 量 场 恰好 就 是 和 在 李 群 C 上 生成 的 左 不 变 向 量 场 .实际 上 ,对 于 
任意 的 g € C, 有 

Ls ° Kopa.x) = Roxpu.xy ° Lg, 
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故 由 第 三 章 推论 3. 4, 单 参数 可 微 变 换 群 Re。c.m 所 诱导 的 切 向 量 场 X 是 工 : 不 
变 的 , 即 X 是 左 不 变 向 量 场 . 

定理 5.1 设 C 是 右 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 , 则 AM 上 全 体 基 
本 回 量 场 构 成 一 个 李 代 数 , 它 是 李 群 C 的 李 代 数 罗 = 了 T.c 的 同 态 象 . 符 李 群 C 
在 MM 上 的 作用 是 有 效 的 , 则 以 上 基本 向 量 场 的 李 代 数 同 构 于 李 群 G 的 李 代数 
. 

证 明 我们 已 经 知道 ,光滑 流 形 M 上 光滑 切 向 量 场 的 集合 2 (M) 关于 
Poisson 括号 积 成 为 一 个 李 代 数 ( 第 三 章 定理 2. 3). 现 要 证 明 : 由 (5.7) 式 给 出 
的 映射 

a: TG— 2 ((M),a(X) = XX, VXET,G, 
是 李 代 数 的 同 态 . 

从 定义 式 (5.7) 来 看 ,映射 a 的 线性 性 质 不 是 一 目 了 然 的 .为 此 , 先 给 出 映 

射 a 的 另 一 种 表示 .固定 p € MM, 定 义 映 射 ”,;:G 一 MM 为 


7Y,(g) 一 0(p,g) 一 R,(p), vy gE G. (5. 8) 
我 们 断言 :在 任意 一 点 p E M 有 
(FY,) .X= X(p) = (a(X))p), VX ET.G. (5. 9) 


右 该 断言 为 真 , 则 对 于 任意 的 X, YE TG 有 
(a(X 十 了))(p) = 二 (7,)..(X 十 Y) 

二 (7,) re(X) 二 (7,) .elY) 

= (a(X)) (pp) (alY))(p) 

二 (a(X) 二 a(Y))(p), VpEM, 
即 

a(X 二 Y)= a(X) + al(Y). 
同 理 , 对 任意 的 +E R 有 
a(A。X) = A. a(X). 
因此 a : 7.G 一 人 % (MM) 是 线性 的 . 
上 述 断 言 的 证 明 只 不 过 是 直接 的 计算 . 任 取 了 E C,”, 则 从 (5.7) 式 得 到 
(Ys) Xf) = Xf °Y,) 


-5 (Cf oY,Cexplt  X))) 
d 

dr (f° Rexoaw (p)) 

=(X(p))f, 


即 
(7Y,) ,eX -一 X(p). 
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为 了 证 明 映 射 a : T.G 一 CM) 保持 Poisson 括号 积 ,把 G 的 李 代 数 多 
二 7T.G 重新 看 成 李 群 G 上 左 不 变 向 量 场所 组 成 的 空间 . 设 X 是 李 群 C 上 的 左 
不 变 向 量 场 , 则 
. X(g) = (L,)..(X(e)), VgEG. 
于 是 
(7,) .se(X(g)) =7,).s° (Le) (Xle)) 
= (7,.s)..(X (ee)) 
=X(p.g), VgEG. (5.10) 
这 意味 着 , 李 群 G 上 的 左 不 变 向 量 场 X 与 光滑 流 形 M 上 由 X(e) 决定 的 基本 
向 量 场 广 是 7,- 相关 的 . 若 Y 了 是 G 上 另 一 个 左 不 变 向 量 场 , 则 由 第 三 章 定理 2. 
5,[X,7] 和 [ 广 ,Y7] 也 是 7,- 相关 的 , 即 
Ca([X(e) YC)D) GB) = 0) ([X,7](e)) = [X,Y](p), VpEM, 
所 以 : 
a([X(e),Y(e)]) = La(X(e)) ,alY(e))], 
即 a: TG -> (CM) 是 李 代数 的 同 态 . 由 定义 ,M 上 的 基本 向 量 场 的 集合 是 
7.G 在 这 个 同 态 下 的 象 ,因而 它 是 一 个 李 代 数 . 
现 设 匀 E TG, 且 它 在 M 上 决定 的 基本 向 量 场 为 X. 假定 X= 0, 即 在 M 
上 对 应 的 单 参数 可 微 变换 群 Rs。c.m 是 平凡 的 , 即 对 于 任意 的 p€E M 有 
pexp(t* X)=p. 
由 于 G 在 M 上 的 作用 是 有 效 的， 所 以 
exp(t。X) 一 ce， 和 一 (0. 
由 此 得 到 映射 <: T.G 一 .2(CM) 是 单一 的 , 即 M 上 基本 向 量 场 的 李 代 数 与 李 
群 G 的 李 代数 同 构 . 
定理 5.2 设 G 是 右 作用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 .如 果 李 群 CG 在 
M 上 的 作用 是 自由 的 , 则 任意 一 个 非 零 切 向 量 XE TeG 在 M 上 所 诱导 的 基本 
向 量 场 六 处 处 不 为 零 , 因 而 在 M 上 存在 ~(= dimG) 个 处 处 线性 无 关 的 基本 向 
量 场 ,而 其 它 的 基本 向 量 场 只 是 它们 的 常 系数 线性 组 合 . 
证 明 设 0 关 XET.G, 苹 是 由 XX 在 M 上 诱导 的 基本 向 量 场 , 即 在 任意 
一 点 pP€ M,， 
X%(p) = 号 | Ce . exp(tX)). 
若 有 点 9 € M, 使 得 营 (q) = 0, 即 年 | (4 * expGX)) 一 0. 记 人 2D) =9， 


exp(tX), 于 是 
l(t 二 5)= gqg* exp((t 二 5s)X) 
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= gqg *。 exp(tX) . exp(sX) 
一 代 socsx) (ZL(z)) > 
因此 


| dq 
= Gt) = | Rovew 0))) 
一 (R, xp(sX) ) x ro( (0)) 一 O,V sx CC 及. 


上 面 的 最 后 一 个 等 号 是 因为 PC0) 一 下 | (9 :expGX)) = 0. 由 此 可 见 ,1(5) 
是 弟 值 映射 , 即 

li(s) = q+*exp(sX) =/(0)= 9g; 
因为 G 在 M 上 的 作用 没有 不 动 点 , 故 exp(sX) = 。, 即 们 = 0, 这 与 假设 X 关 
0 相 矛 盾 ， 


在 7.G 中 取 定 一 个 基底 {6.) ,用 X; 表示 由 8 在 M 上 诱导 的 基本 向 量 场 ， 


则 %,,1 委 ;过 ”必定 是 处 处 线性 无 关 的 . 证 毕 . 
顺便 提 一 下 ,如 果 C 是 左 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 , 则 同样 可 
定义 M 上 的 基本 向 量 场 ,此 时 M 上 的 基本 向 量 场 的 集合 也 成 为 一 个 李 代 数 ， 
它 是 G 上 的 右 不 变 向 量 场 构成 的 李 代 数 的 同 态 象 . 
命题 5.3 设 G 是 左 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 , 令 
H={gE€E€G:g.r+=7rx,VrE M), (5. 11) 
则 喜 是 C 的 闭 正 规 子 群 . 
证 明 显然 五 是 G 的 子 群 . 任 取 h€ G,g € 万, 则 对 任意 的 zxE AM 有 
(hg*h r=h.g)* (hh iz) 
=h .。 (h-ixz) 
所 以 h.g.h "五 , 即 刁 是 G 的 正规 子 群 . 
很 明显 ,五 是 G 的 闭 子 集 .实际 上 , 若 sE CN , 则 存在 点 ZE M, 使 得 g 
“ 工 关 .由 于 MM 是 Hausdorff 空间 , 且 G 在 M 上 的 作用 是 光滑 的 , 故 有 g 在 G 
中 的 开 邻 域 以 及 z 在 MM 中 的 开 邻 域 V, 使 得 
(VU. ‘WNV=Y, 
其 中 U.V= {hh.y:hEU,y EV). 这 意味 着 ,对 于 任意 的 hEU, 及 yE€EV 
CM, 有 hy 了 关 y, 故 hE€GONH. 因 此 UCOH, 故 CH 是 开 子 集 , 且 是 G 的 
闭 子 集 . 
将 命题 5.3 和 “3 3 的 定理 3. 12 结合 起 来 可 知 五 是 G 的 闭 李子 群 ,并 且 
G/H 是 一 个 李 群 , 称 为 李 群 C 关于 闭 正规 子 群 五 的 商 群 . 
用 商 群 G/ 瑟 代替 李 群 G, 总 是 可 以 把 非 有 效 作 用 的 李 氏 变换 群 化 为 有 效 
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作用 的 李 氏 变换 群 .我们 有 下 面 的 命题 : 
命题 5.4 设 C 是 左 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 若 C 在 M 上 的 
作用 不 是 有 效 的 , 即 (5.11) 式 所 定义 的 瓦 夭 {e}, 则 有 商 李 群 G/ 瑟 在 光滑 流 
形 M 上 的 左 作 用 ,使 得 该 作用 是 有 效 的 . 
证 明 前面 已 知 G/ 五 是 李 群 .对 于 g € G 用 [gj] 记 左 陪 集 g 五 ,于 是 有 
映射 6: G/ 瑟 XxX M 一 M ,使 得 
o([g |],z) = 0o(g,X) = gpg.。X. (5. 12) 
很 明显 ,此 定义 是 有 意义 的 , 即 右 端 与 Lgj] 的 代表 g 的 取 法 无 关 . 我 们 断言 这 
是 C™ 映射 .实际 上 ,由 § 3 定理 3.12 的 (2), 对 每 一 点 [Lg] E G/ 瑟 ,存在 [gj 的 
开 邻 域 WW CC/ 瓦 及 光滑 映射 r:W 一 G, 使 得 x*。rt=id :W 一 W. 这样 ， 
xlwxw 能 够 表示 为 
oh,x) =o(r(h) ,rx) 
=t(h) .rz, VY hr EWXM, 
所 以 o 是 光滑 的 . 
显然 ,ac([e]j,z) 二 x,YV x € M. 对 于 任意 的 g,h€ G,zxE M 有 
o([g],o([h],7z)) = o([g],h. x) 
=g* (h.r)=(g*h).zx 
=o([g .hl],7zx) = o([g]: [hl],z). 
所 以 c: G/ 日 Xx M 一 M 是 左 作用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 .G/ 吾 在 M 上 的 作用 
显然 是 有 效 的 .实际 上 , 若 设 Lgj € G/ 吾 ,使 得 对 任意 的 x-E€E M 有 
0C[Lg],z) = x, 
即 


故 g € HH, 即 [g|] = [Lel. 

定义 5.6 设 C 是 左 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 , 若 对 于 任意 两 
点 ZTy E M, 必 有 一 个 元 素 gE G 使 得 y= 二 g，zx, 则 称 G 在 M 上 的 作用 是 可 

定义 5.7 设计 是 一 个 m 维 光滑 流 形 . 车 有 一 个 李 群 G, 使 得 G 是 可 迁 地 
左 作 用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 , 则 称 M 是 一 个 齐 性 空间 . 

定理 5.5 设 MM 是 一 个 m 维 齐 性 空间 ,G 是 可 迁 地 左 作 用 在 M 上 的 李 氏 
变换 群 . 取 定 一 点 Xx € M, 令 

H={gE€G:g*"r= Xz), (5.13) 

则 有 是 G 的 闭 子 群 , 并 且 MM 与 光滑 流 形 G/ 五 是 光滑 同 胚 的 . 

上 面 的 财 子 群 五 称 为 变换 群 G 关于 基点 x € M 的 迷 向 群 . 

证 明 显然 五 是 G 的 子 群 .用 命题 5. 3 的 证 明 中 同样 的 论证 可 知 玖 是 
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G 的 团子 集 . 根据 8 3 的 定理 3.12,G/ 全 是 光滑 流 形 . 
定义 映射 y: G/ 卫 一 M ,使 得 
y([g]))=g:z,) (5. 14) 
其 中 [gj] 表示 五 的 左 陪 集 g8 囊 ,g € G. 映射 yy 的 定义 是 合理 的 .实际 上 , 若 g 
E g， 态 , 则 有 Ah € 五, 使 得 
8 =g*h, 
因此 
8g ‘X= (gh).r=g* Xx. 
因为 G 在 M 上 的 作用 是 可 迁 的 , 故 对 任意 的 y€ M, 有 8 EC 使 得 
y=g*z= ye). 
因此 映射 py 是 满 的 . 若 有 [Lgj,Lh] € G/H 使 得 
y (Lg]) = y(n)), 
即 
5。 工 一 央 。7， 
故 
(h ig)*X=X. 
所 以 hg €E 矿 ,[h]== Lgj. 这 表明 映射 py 是 单一 的 .映射 y 还 是 光滑 的 ;因为 
由 § 3 的 定理 3. 12, 对 每 一 点 Lg] E G/ 五 ,存在 [gj 的 开 邻 域 W 及 光滑 映射 
r:W 一 G, 使 得 x*。r+==id:W 一 W, 因 此 对 于 hEW 有 
YR) = rh) x, 
故 y 是 C™ 的 . 
至 此 ,我 们 已 有 光滑 的 单一 满 映射 py : G/ 了 且 一 M. 下 面 要 证 是 处 处 非 退 
化 的 . 首先 在 [ej 处 考虑 .假定 有 XX E TG ,使 得 
.rdJCr。(X)) 一 0， 


所 Cexp(tA 1 。 工 ) 
d 
一 元 (yx(exp(tX)))) 一 0. 
i t 一 0 


上 面 的 式 子 对 于 任何 上 ER 都 是 成 立 的 .实际 上 
和 (exp(GzX) 。 工 ) 


= 工 exp(d 十 S)AX)。， 工 ) 


d 
= (Lexpax) ) | ds | _ ,exP(s “ 入)。 工 ) 
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由 此 得 到 
exp(l(t1. X).:r=7rx, VtiER, 
元 exp(t* Xx) EE 五,X ET 及,x..(X) 一 0. 因 此 切 映 射 V .ra : Traj(G/H) 一 
7'.M 是 非 退 化 的 . 
对 于 任意 的 & € G ,我们 有 
yy°xr°o Ls =L .yxr:G—>M. 
其 中 左 端的 Ze : C 一 C 是 李 群 C 上 的 左 移动 , 右 端的 Le :M 一 M 是 gE€G 在 
光滑 流 形 M 上 的 左 作 用 . 寿 设 X 是 C 上 的 左 不 变 回 量 场 , 使 得 
Yuts] °° Tal(X(g)) 一 0， 
则 
0=Yre] °° Trg ° (Le) ,Xe)) 
= (LL,),. of re ° Treo(X(e)). 
因为 (Loe), : 7s.:M 一 7 了 TM 是 线性 同 构 , 故 有 
Pute] °° TAX(le))=0, X(le) ETH, 
所 以 
Ts(X(g)) =A °° (Ls) .eX(e)) 
= (Ls,),.° Xx..(X(e)) 
一 0， 
第 二 个 等 号 后 面 的 L:G/H > G/ 刀 是 ZL) = [g .站 .因此 
Yrta] : Tra(G/ 人 号 ) 一 T,..M 是 非 退 化 的 . 
根据 反 函 数 定理 ,y : G/ 态 > M 的 道 映 射 也 是 光滑 的 , 故 少 是 光滑 同 肛 . 
齐 性 空间 是 一 类 十 分 重要 的 光滑 流 形 ,许多 常见 的 空间 都 是 齐 性 空间 . 另 
外 ,因为 在 齐 性 空间 上 容 有 一 个 可 迁 变 换 群 的 作用 , 故 它 们 在 各 点 的 性 质 是 相 
同 的 .下 面 我 们 举 几 个 常见 的 齐 性 空间 的 例子 . 
例 5 ?7 维 仿 射 空间 A”. 
4 "的 伴随 向 量 空间 V" 关于 加 法 成 为 一 个 维 李 群 G = 二 V".G 在 A4" 上 的 
作用 
co:V”"x A"—A” 
定义 为 :对 于 任意 的 v EV",P € 4",o(v,P) = QQ 是 4" 中 唯一 的 一 点 ,使 得 
FQ = 
(参看 第 一 章 定 义 1.1). 这 确实 使 V" 成 为 作用 在 4” 上 的 李 氏 变换 群 ,v 在 A” 
上 的 作用 就 是 沿 同 量 wv 的 平行 移动 . 因为 
ol0,P)=P, YPEA"; 
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又 对 于 任意 的 wo E ,QQ € 4 使 得 
PO 一 V1, QQ, 一 VY,， 


则 
ol(v2,0(v1,P)) = ov,,Q1) = Q,, 
但 是 
vi 二 v= PO + QQ, = PO,, 
故 
IC 二 v;,P) = Q,, 
所 以 


o(v,,0(v1,P)) 一 ao + vi ,PP). 


V" 在 A” 上 的 作用 显然 是 可 迁 的 . 任 取 P,Q € 4", 则 PQ ==v EV", 因 而 


o(v,P) 一 Q. 


至 于 映射 6 的 光滑 性 ,只 要 将 它 在 4” 的 仿 射 坐标 系 下 表示 出 来 之 后 是 明 
显 的 .任意 固定 一 点 Xx € 4A”, 则 以 xz 为 基点 的 迷 向 群 为 {0), 故 4" 与 V" 是 光滑 


同 胚 的 . 


4A" 还 容许 一 个 更 大 的 可 迁 变 换 群 的 作用 . 在 4" 中 取 定 一 个 标 架 


于 是 每 一 点 EA 唯一 地 对 应 于 一 组 有 序 实数 (x!，,…: ,2") ,使 得 
Oz = zi6.. 
i=1 


取 C 二 R” x GL(n), 其 元 素 记 为 (6,B), 其 中 
b= (bb) E 了 R"， 
(2011 .01 
B= |: : |€ GL(n). 
br ob 
(5b,B) 在 A”" 上 的 作用 定义 为 
IC(CO, DB),Zz) 一 0 十 五 .7 
设 (d,D) E G 是 另 一 个 元 素 , 则 
ol((d,D),o((b,B),7)) 
=(d 二 D.65)+-+D.B.rx 
一 IOCCd 十 站 0) .2B),z). 


为 使 G 是 左 作 用 在 4" 上 的 李 氏 变换 群 ,在 C 中 应 该 定义 乘法 如 下 : 


(d,D)*: (5b,B)= (d++D.6b,D.B). 
此 时 ,单位 元 素 为 e = (0,7) , 求 道 运算 为 
(b,B) 一 (一 Bb,B '). 


{0;07} 9 


(5.15) 


(5.16) 


(5. 17) 


由 此 可 见 G 是 一 个 十 x 维 李 群 .注意 到 它 不 是 R" 和 GL(n) 的 直 积 ,而 是 半 
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直 积 ,通常 记 C = R"|XGL(n). 这 个 群 称 为 仿 射 变换 群 . 

很 明显 ,R" 可 以 看 作 R"|XGL(n) 的 子 群 , 故 后 者 在 4" 上 的 作用 自然 也 是 
可 迁 的 . 

取 原 点 0 为 基点 , 则 迷 向 群 同 构 于 GL(n). 因此 ,根据 定理 5.4,4" 光 滑 同 
胚 于 R”|XGL(n)/GL(n). 

进一步 可 以 把 群 R" |XGL(n) 表示 成 GL(n 十 1) 的 子 群 . 实际 上 ,把 元 素 
(0,B) 看 作 和 矩阵 


Bb 

, ,| 
同 理 , 把 元 素 (4,D) 看 作 和 矩阵 

D da 

四 
则 


EAC Ce 


0 1 0 1 0 1 
恰好 对 应 于 元 素 (&g,D) . (5,B). 因此 R"|XGL(n) 同 构 于 GL 十 1) 的 子 群 


~ 


B DO 
GC | 1 ‘bE R',B Ee GLCD|| 


特别 地 ,A” 可 等 同 于 商 空间 G/GL(n). 

右 在 六 中 给 定 一 个 欧 氏 内 积 《,), 则 C4",《,)) 成 为 二 维 欧 氏 空间 E”". 取 

一 个 单位 正 交 标 架 {0;6;), 即 
(6;,0);) 一 0， 
则 取 作用 在 包 " 上 的 群 为 R” XO (或 R" SO(n)), 这 是 作用 在 ”上 的 等 距 
变换 群 . 此 时 ,以 原点 O 为 基点 的 迷 向 群 是 O(n) (或 SO()). 欧 氏 空 间 EEF" 可 
以 表示 为 商 空间 
万 &b 
| 1 1 :DER ,BE omjjomw， 
例 6 单位 球面 S” CR”. 


n 二 1 
S"— {zl 1) CE R"t!: > C7)? — | 
为 R 中 的 般 入 子 流 形 . 定义 
co: O01) x Rt > Rt, 


o(A,X)=A.Zzx, (5.19) . 
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al 
4 一 € OW + 1), 
CI?+1 QI 
T= (ZX GE 及 一 1. (5. 20) 


显然 ,O(n 十 1) 是 左 作 用 在 R”"*' 上 的 李 氏 变换 群 . 
将 映射 o 限制 在 On 十 1) x S" 上 仍然 得 到 光滑 映射 
ra:0(0 十 1) XS"— Rt. 
但 是 ,对 于 4EOO 十 1),zES 我们 有 
(A 7x) (A.z) 
~Xx:。A:.A.rx 
一 尼 。Z 工 一 ]， 
所 以 co(OG 十 1) XS5") C5", 因 此 由 第 二 章 习 题 二 的 第 24 题 得 知 ,o : 〇 Qn 十 
1) XS" 一 S* 是 C0” 的. 
On 十 1) 在 S" 上 的 作用 是 可 迁 的 . 设 v, € 5”, 将 vi 看 成 单位 向 量 , 把 它 
扩充 成 R"+'! 的 一 个 单位 正 交 基 底 {v;，,…,v,+1). 把 它们 的 分 量 写 出 来 , 便 得 到 
一 个 (2 十 1) Xx 4 十 1) 的 正 交 和 矩 阵 


1 
UI Hon Un1 


令 ei 一 (1,0, 0) ER, 则 
Oo(V,el) =v*el 一 已 1. 
由 此 可 见 O 十 1) 在 % 上 的 作用 是 可 迁 的 . 
取 e 为 基底 ,4E OG 十 1), 则 - 
A.e, = (al, ,artl). 


所 以 4 . ei = ei 的 充分 必要 条 件 是 


1 0 
AS= ~ 1， 
0 A 
其 中 4 E O(n). 因 此 5" 光滑 同 胚 于 On 十 1)/O(n). 
习 题 六 


1.” 设 G 是 一 个 拓扑 空间 ,并 且 G 是 一 个 群 . 如 果 映 射 (z,y) 一 x.y 是 
连续 的 , 则 称 G 是 一 个 拓扑 群 .证明 :拓扑 群 G 上 的 左 移动 、 右 移动 及 取 逆 运算 
都 是 从 拓扑 群 C 到 它 自 身 的 同 胚 . 

2. 设 C 是 拓扑 群 , 取 定 正 整 数 ” 及 单位 元 素 e 的 一 个 开 邻 域 以 .证 明 : 存 
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在 e 的 开 邻 域 V, 使 得 V ! = 二 VV, 并 且 V*”CU. 

3.” 设 G 是 连通 拓扑 群 , 则 对 于 单位 元 素 e 的 任意 一 个 开 邻 域 避 , 必 能 找 
到 。 的 一 个 开 邻 域 V, 使 得 V CU, 并 且 G UV. 

4.” 设 G 是 拓扑 群 .证 明 :G 是 正则 拓扑 空间 , 即 对 于 任意 一 点 p € G, 及 
闭 子 集 CG, 若 p & 厂 , 则 存在 G 的 开 子 集 U,V, 使 得 p EU,F CV, 并 且 
UMNV= SY. 

5.” 设 G 是 拓扑 群 , 矿 是 G 的 一 个 子 群 .证 明 : 妃 关于 从 G 诱 导 的 拓扑 成 
为 一 个 拓扑 群 . 

6.” 取 G 二 RR, 它 关 于 加 法 成 为 一 个 群 . 在 G 中 定义 开 集 基 如 下 : {(a， 
b) : a 二 5). 问 :G 是 否 为 一 个 拓扑 群 ?为 什么 ? 

7. 在 R 中 取 标 准 的 拓扑 结构 和 光滑 结构 . 在 R 中 定义 运算 9: RXR 一 
R 如 下 : 

px»y) = (x: 十 y)3 

证 明 :R 关于 gp 成 为 一 个 拓扑 群 ,但 是 它 不 是 李 群 . 

8.” 设 G 是 拓扑 群 ,及 是 G 的 一 个 子 群 . 

(1) 证 明 : 石 的 闭 包 互 也 是 G 的 子 群 ; 

(2) 用 G/ 瓦 表示 五 的 左 陪 集 构 成 的 空间 ,具有 商 拓扑 . 证 明 :自然 投影 
XT:G->G/ 全 是 开 映 射 . 

9. 设 G 是 拓扑 群 , 石 是 G 的 闭 子 群 .证 明 :G/ 五 是 Hausdorft 空间 . 

10.” 设 G 是 拓扑 群 ,有 H 是 G 的 开 子 群 .证 明 : 刀 也 是 G 的 闭 子 群 . 

11.” 设 G 是 局 部 连通 的 拓扑 群 , 则 它 的 单位 元 素 所 在 的 连通 分 支 ( 称 为 
单位 元 素 分 支 ) 是 G 的 开 正 规 子 群 . 

12. 设 G, 刀 是 拓扑 群 ,p: G 一 态 是 群 同 态 .证 明 : 若 9 在 G 的 单位 元 素 
e 处 是 连续 的 , 则 ?是 连续 映射 . 

(由 于 李 群 必 是 拓扑 群 , 故 前 面 各 题 中 所 叙述 的 关于 拓扑 群 的 性 质 也 适用 
于 李 群 . 尽管 在 本 章 没有 专门 讨论 拓扑 群 ,通过 以 上 习题 将 会 对 拓扑 群 有 一 个 
初步 的 认识 . ) 

13. ”四 元 数 体 五 可 以 看 作 R', 其 基底 记 为 {1,i,j,k) ,乘法 表 为 
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那么 单位 球面 8: 是 瓦 中 模 为 1 的 元 素 的 集合 ; 
4933 一 {aE€EH:a*a=1). 
(1) 证 明 :S* 关于 标准 的 光滑 结构 及 四 元 数 乘法 ,构成 一 个 李 群 ; 
(2) 求 李 群 S* 上 的 左 不 变 向 量 场 (用 了 R* 中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 来 表示 )， 
(3) 求 李 群 5 的 结构 常数 . : 
14. 会 


人 


—pP 

(1) 证 明 G 是 一 个 4 维 李 群 ; 

(2) 求 G 的 Maurer-Cartan 形式 ; 

(3) 求 G 的 结构 常数 . 

15. 设 CG 是 7 维 李 群 .证 明 :G 上 全 体 右 不 变 向 量 场 的 集合 是 一 个 李 代 
数 . 

16. ” 设 C 是 李 群 ,x,y € TG, 用 X,Y 表示 由 xz,y 经 左 移动 产生 的 左 不 
变 向 量 场 ,用 XX,Y 表示 由 z,y 经 右 移 动产 生 的 右 不 变 向 量 场 ,证 明 : 

[X,Y](e) =— [X,Y](e). 
17. 设 G 是 7 维 李 群 ,{6;} 是 7T.G 的 一 个 基底 ,用 {wi) 表示 李 群 G 上 对 


c= | fF ,wpe cl lal + |Bl:0\. 


应 的 右 不 变 微分 式 . 
(1) 证 明 : 存 在 一 组 常数 C; ,使 得 
do 一 一 六 Ci MY; 


(2) 若 (7iz) 是 李 群 G 在 单位 元 素 。 的 局 部 坐标 系 ,使 得 :| = 5;, 记 


9(X,y) 三 Z "yy 是 李 群 C 的 乘法 运算 ,Gg (zx,y) 是 9 在 局 部 坐标 系 (V ;zx') 下 的 
表达 式 ,试用 乘法 函数 J (zx,y) 表示 Co. 

(3) 将 Ci 与 左 不 变 微分 式 的 结构 常数 Cx 作 一 比较 . 

18. ” 求 李 群 GL(2,C) 的 结构 常数 . 

19.” 设 a(t),B() 是 李 群 G 中 两 条 光滑 曲线 ,ae(0) = B8(0) = e, 令 YQ) 
二 a(t)。p(z) 证明: 

7'(0) = a' (0) + B' (0). 
20. ” 设 多 是 一 个 2 维 非 交 换 李 代数 .证 明 : 在 多 中 存在 一 个 基底 {zx,y)， 


[zx,x] = [y,yj] = 0, [x,y] =— [y,x] = y. 
21. ”用 R* 记 非 零 实数 的 集合 , 令 居 二 R*  XR, 在 天 上 定义 如 下 乘法 运 


(a,b) (a1,01) = (aai ,0 十 co). 

证 明 .K 是 一 个 2 维 李 群 ;并 求 开 的 左 不 变 向 量 场 和 结构 常数 . 

如 果 在 天 上 定义 乘法 x 如 下 : 

(Q&，O) x (a1,01) 一 (Cai ,bai 十 b1)，, 

则 (K, x ) 也 是 一 个 2 维 李 群 . 求 它 的 左 不 变 向 量 场 和 结构 常数 ,并 与 前 一 种 
情形 进行 比较 . 

22. C” 二 CM(0) 关于 乘法 成 为 一 个 李 群 , 求 该 李 群 的 左 不 变 向 量 场 和 
Maurer 一 Cartan 形式 . 


23. 令 
a b 
G = ie 中 js GLC2) ab € Rya #0|. 


(1) 证 明 :G 是 GL(2) 的 李子 群 ; 
(2) 求 G 的 Maurer 一 Cartan 形式 ,及 结构 方程 . 


24. 令 


A 4 
c=-| 
0 1 
(1) 证 明 :G 是 GL(n 十 1) 的 李子 群 ; 
(2) 求 李 群 G 的 Maurer 一 Cartan 形式 ,和 结构 方程 . 
25. ” 找 一 个 李 群 的 例子 ,使 得 它 有 一 个 非 闭 的 李子 群 . 


一 上 0 
?6。 证 明 :| 。 “| 不 在 GL(2) 的 任意 一 个 单 参数 子 群 上 . 试 撒 述 入 


合 GL(2)\exp (gl(2)). 
27. 证明: 指数 映射 exp : g1(2;C) 一 GL(2;C) 是 满 映 射 . 
28. ” 设 (U;z) 是 7 维 李 群 G 在 单位 元 素 e 处 的 局 部 坐标 系 , 令 6 = 


EGGLG2 十 1):46EGLO)，aE R" |. 


(1) 证 明 :映射 
工 一 0(Cal ar) = exp(a!d,).…exp (a’6,) 

是 从 7.C = 了 R 在 原点 的 一 个 邻 域 到 C 在 e 的 一 个 邻 域 上 的 光滑 同 胚 ; 

(2) 证 明 :映射 

工 一 0(Q ,a’) 
一 exp(a 0 十 … 十 a*6;) .exp(ac+16， | 十 … 十 a'6,)， 

其 中 是 一 个 固定 的 整数 ,1 三 过 7, 是 从 TG = R’ 在 原点 的 一 个 邻 域 到 李 
群 G 在 e 的 一 个 邻 域 上 的 光滑 同 胚 . 

7.C 中 的 坐标 系 (a',… ,a ) 分 别 通过 (1) 和 (2) 所 给 出 的 光滑 同 胚 作为 李 
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群 G 在 单位 元 素 邻 域内 的 局 部 坐标 系 , 分 别称 为 李 群 G 的 第 二 类 和 第 三 类 标 
准 坐 标 系 . 
29. ” 求 下 列 各 李 群 的 左 不 变 微分 式 : 
(1) 正 实数 乘法 和 群 R ; 
(2) 实数 加 群 R; 
(3) 右 作 用 在 直线 R 上 的 仿 射 变换 群 :用 t 记 R 上 的 点 ,对 于 任意 的 (a， 
b)E€ER’,a 关 0, 定义 
t». (a,0) 一 at 十 0， 
则 (c,2) 在 R 上 的 右 作用 是 R 上 的 一 个 仿 射 变换 .R 上 的 仿 射 变换 在 变换 的 合 
成 下 成 为 一 个 群 , 称 为 右 作用 在 R 上 的 仿 射 变换 群 . 这 是 一 个 2 维 李 群 (参看 
第 21 题 ). 
30.，” 求 下 列 李 氏 变换 群 在 所 作用 空间 上 产生 的 基本 向 量 场 ,并 决定 它 
们 的 李 代 数 : 
(1) 右 作 用 在 直线 上 的 仿 射 变换 群 ; 
(2) 平面 EF 上 绕 原 点 的 转动 群 $0O(2); 
(3) 空间 中 绕 原 点 的 转动 群 SC(3)， 
31.” 设 W,V 是 两 个 向 量 空间 ,并 且 V 是 一 个 李 代 数 , 其 李 代 数 乘法 记 
作 [ ,]. 所 谓 定义 在 向 量 空间 W 上 、 取 值 在 V 中 的 +t 次 外 形式 9 是 指 从 W 到 
V 的 反 交 换 多 重 线性 映射 9: W xX … xX W 一 V. 在 V 中 取 定 一 个 基底 (6)， 
一 一 ~- 一 一 


rd 


则 在 V 中 取 值 的 外 形式 9 可 以 表示 为 


9 一 之 19G10;， 
其 中 9 是 W 上 的 外 形式 . 
(1) 车 p,y 是 定义 在 W 上 、 取 值 在 V 中 的 外 形式 ,在 V 的 基底 (6;} 下 分 别 
表示 为 


9 一 之 18G0i， y= D6; 
则 定义 
MD A 
证 明 : 上 式 右 端 与 V 的 基底 (6;} 的 选取 无 关 . 
(2) 设 9p,y 分 别 是 定义 在 WW 上 、 取 值 在 V 中 的 p,q 次 外 形式 ,证 明 : 对 于 
任意 的 1 Zp+Hy 和 W 有 
史 人 Wo = 2 LIT i ) DT Ti ) 


， , 1 p+g 
"ey 


ip+1< "<iptg 
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(3) 设 8,y 如 (2) 所 设 , 证 明 : 
PAY= ("pA vy. 
(4) 设 9,y,0 分 别 为 定义 在 WW 上、 取 值 在 V 中 的 p,q,r 次 外 形式 ,证 明 ，: 
(DPAY) A0 十 (一 1)9%GAO AP 十 (一 1)3G0AmD AV = 0. 
32. 设 G 是 7 维 李 群 , (2) 是 TG 中 的 一 个 基底 ,w 是 G 上 相应 的 
Maurer-Cartan 形式 , 则 wo = w0; 是 在 李 群 C 上 、 取 值 在 7T.G 上 的 1 次 微分 式 . 


GD) 证 明 :dw 一 一 地 % 人 
(2) 若 w 是 与 {6;)} 相应 的 右 不 变 微分 式 , 令 w = wi6,, 证 明 : 
dj = pa A 人 


33.” 试 在 SL(2) 的 单位 元 素 邻 域内 建立 第 二 类 标准 坐标 系 , 并 在 此 坐 
标 系 下 算出 左 不 变 向 量 场 和 Maurer 一 Cartan 形式 . 

34. 设 : 

SU(2) = (A € GL(2,C) : XA = 1,detA = 1). 

(1) 求 SU(2) 的 李 代数 . : 

(2) 在 SU(2) 的 单位 元 素 邻 域内 建立 第 二 类 标准 坐标 系 , 并 在 此 坐标 系 
下 算出 左 不 变 向 量 场 . 

35. ”考虑 4 维和 矩阵 群 

Ce- | 之 Uw 

0 1 
求 它 的 结构 常数 和 Maurer-Cartan 形式 . 


:ZZ,WwWEC,zZ0 》 
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在 第 三 章 § 1, 我 们 已 经 介绍 过 光滑 流 形 M 的 切 向 量 构成 的 集合 TM , 它 
是 一 个 光滑 流 形 , 并 且 在 局 部 上 光滑 同 胚 于 乘积 空间 ;x "(U0) 实 U Xx R”, 称 
为 切 向 量 从 . 在 直观 上 ,可 以 把 光滑 流 形 M 想象 成 欧 氏 空间 中 的 一 张 曲面 , 流 
形 在 每 一 点 的 切 空间 相当 于 曲面 在 每 一 点 的 切 平面 . 在 这 种 构图 下 ,要 研究 各 
点 的 切 空间 并 在 一 起 的 集合 是 困难 的 . 为 了 想象 的 方便 ,把 流 形 在 每 一 点 的 切 
空间 “ 竖 ” 起 来 ,想象 成 “ 植 ” 在 该 点 的 一 个 向 量 空间 ( 称 为 在 该 点 的 一 条 纤 
维 ), 于 是 切 向 量 的 集合 TM 成 为 “ 植 ”在 流 形 M 上 的 各 条 纤维 的 并 集 , 从 而 使 
得 该 空间 变 得 容易 理解 了 . 本 章 的 目的 是 简要 地 介绍 以 切 向 量 从 为 模型 而 产 
生 的 微分 纤维 从 的 概念 . 


Sl1 同 量 从 


以 切 从 为 模型 ,我们 提出 下 面 的 定义 : 

定义 1.1 设 五 ,M 是 两 个 光滑 流 形 ,r : 一 M 是 光滑 的 满 映射 .V 三 R? 
是 g 维 癌 量 空间 . 如 果 存 在 MM 的 一 个 开 覆 盖 {U。) 及 一 组 映射 {y。) ,使 得 下 列 条 
件 成 立 : 

(1) 每 一 个 映射 J 是 从 UX R’ 到 x 1(U,) 的 光滑 同 胚 ,而 且 对 任意 的 
E U.y E Rz 有 

T° (py) = 2; 
(2) 对 于 任意 固定 的 p EU,, 令 
piply) = plpsy), VyER, 
则 映射 $.,, : Rz 一 x-'(p) 是 同 胚 ,并 且 当 U6 站 Ugp 关 多时 ,对 于 任意 的 p € 
U。 [1 Ug, 映射 
gpa(pP)EYes, pep: RR 

是 线性 同 构 , 即 gp.(p) € GL(g); 

(3) 当 U 站 Up 关 名 时 ,映射 gp :Us 人 门 Us 一 GL(q) 是 光滑 的 ， 
则 称 (E,M,7) 为 光滑 流 形 M 上 秩 为 9 的 向 量 丛 ,其 中 万 称 为 从 空间 ,M 称 为 
底 空间 ,r 称 为 从 投影 ,V = 人" 称 为 纤维 型 . 

条 件 (1) 中 的 映射 ,通常 称 为 向 量 从 EF 的 局 部 平凡 化 , 即 向 量 丛 在 局 部 
上 是 底 空 间 中 的 开 子 集 与 纤维 型 空间 的 乘积 . 从 条 件 (2) 可 知 , 回 量 空 间 R? 中 
的 两 个 元 素 ye,ye 分 别 在 映射 ,Vp,s 下 映 成 巨 中 同一 点 的 条 件 是 

fap ,Ya) = Yelp, Ya). 

换言之 ,yc,yps 在 映射 gw(z) 下 是 等 同 的 : 
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(gpa (Pp)) (Ya) 一 yp. (1.1) 
把 Rs 中 的 元 素 记 成 列 向 量 
y= (yy)’, 
则 GL(q) 是 左 作 用 在 Re 上 的 李 氏 变换 群 ,于 是 (1.1) 式 成 为 
gpa(P) * Ya = yp. : (1. 2) 
人 和 (2) 合 起 来 说 明 , 从 空间 可 以 看 成 一 堆 乘 积 空 间 {U。X 
,但 是 当 U, 站 Ugp 关 名 时 ,对 于 p EU 人 nV0g; 应 该 将 纤维 {p} X:R*CU, 
X R? 和 纤维 tp} X RC Us X 有 R? 粘 合 起 来 , 粘 合 的 规则 就 是 (1. 2). 
对 于 任意 的 p € M,E, 三 zx.'(p) 称 为 向 量 丛 五 在 点 如 上 的 纤维 . 
命题 1.1 设 r: 五 一 M 是 光滑 流 形 M 上 秩 为 9 的 向 量 丛 , 则 在 每 一 点 
PE MM 上 的 纤维 x '(p) 有 自然 的 线性 结构 ,使 它 成 为 gq 维 问 量 空间 . 
由 此 可 见 , 问 量 从 7 :一 M 在 直观 上 可 以 想象 为 “ 植 ”在 光滑 流 形 M 上 
的 一 “把 ” 回 量 空间 . 
证 明 设 pEU,ys: UX RR 一 x-1(U) 是 局 部 平凡 化 映射 .在 zx-!1(p) 
中 定义 加 法 和 数 乘 法 如 下 :对 于 任意 的 vi,v,E€E xX!'(p) 及 AER, 今 
vi 二 v2 = Yeo,p Yi,p (Co 十 由 (oo))， 
Mi = Yo,s MA» Ya,, ‘(v1)), 
因此 vw 十 vi,Av! Er 1!(p). 
首先 ,我 们 断言 :如 (1. ee 与 局 部 平凡 
化 y 的 选取 无 关 . 实际 上 , 若 有 z EU 站 Ups,Yp :Up XR 一 To) 是 另 一 
个 局 部 平凡 化 映射 , 则 由 定义 1.1 条 人 人 gpa(p) E GL(g), 使 得 
gpa(p) = Yes °° Yeo: RR, 
gga(P) 是 左 作 用 在 Re 上 的 线性 变换 . 因此 
Bpa (Pp) ofa = yes TD) 一 及， 


(1. 3) 


于 是 
Yap (Vi) = gpa lp) * Ya,s '(v;), 
pep (Co Ya,s (v2) = gpa Cp) (Wo,s (V1) 十 内 (oz))， 
A» Yes (v1) = gpa(p)* Af,, (v1)), 
因此 
pap es (v1) + Yea.» (v2)) 
=—=Yp,p ° gpa lp) Nas (v1) 二 fo,, (oz)) 
一 办 (Oo + Yo, (vs)), 
Ya,s A» Ye,s ' (v1)) 
—=pp., °° gpa CPICA® Yas ' (v1)) 
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=Je,s MA» Ya,, (v1)). 
接着 ,容易 验证 r (2) 关于 如 (1. 3) 式 定义 的 加 法 和 数 乘法 成 为 一 个 向 量 空 
间 , 零 元 素 是 ys,, 1(0). 
在 把 五 看 成 一 堆积 流 形 {(Z. X R?*} 并 且 同 一 点 上 的 各 条 纤维 保持 线性 关 
系 地 粘 合 起 来 的 结果 时 ,函数 族 (g :UPn vs 一 GLCc) 起 到 核心 的 作用 , 称 
为 向 量 从 7z : 巨 一 AM 的 转移 函数 族 . 
命题 1.2 设 x :E> M 是 秩 为 q 的 向 量 从 , 则 它 的 转移 函数 族 {gog : LU。 
[1 Us 一 GL(q)} 满足 下 列 相 容 性 条 件 : 
(1)gu(p) 二 1T,V p E Ui,T 是 q X 9 单位 矩阵 ; 
(2) 知 Us 介 Ug [人 Uy 关 名 , 则 对 任意 的 p EU。 站 Ug 人 门 Uy; 有 
Baplp) * gp (PP) = go (pp); 
(3) 对 于 p EU。 门 Us 有 
gag(p) = (gpa(p)) 一 ， 
证 明 由 定义 
Bap (Pp) = Yip °° aps gp Pp) = Yas °° py. 
所 以 当 p € Uf ny 时 
gap (Pp) * gp pp) 
=gag(p) ° gpr(p) 
= ° fy,s = gaolp), 
故 条 件 (2) 成 立 .条 件 (1) 是 自动 成 立 的 .在 条 件 (2) 中 令 7 = a, 则 
gap(pP) * gpalp) = gualp) 一 了 ， 
因此 : 
Sup( 力 ) = (gpa(p)) . 
定理 1.3 设 必 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,{U。: a € 7) 是 M 的 一 个 开 覆 盖 . 
如 果 对 于 任意 一 对 指标 a,B €E 1, 在 U 站 Ugp 关 时 ,都 指定 了 一 个 光滑 映射 
gop ;Usa[1Up 一 GL(g), 使 得 它们 满足 命题 1.2 中 的 条 件 (1),(2), 则 存在 一 个 
秩 为 9 的 向 量 从 :一 MM, 以 (gop : Us [站 Ug 一 GL(g)) 为 它 的 转移 函数 族 . 
证 明 考虑 并 集 
E= U {a) x U。X R*， 
这 显然 是 一 个 m 十 g 维 光滑 流 形 . 在 中 定义 关系 一 如 下 : 设 (a,p,y),(B,p， 
y) EE, 则 (a,p,y) ~ (B;p,y) 当量 仅 当 p= 二 p EU NUgp 关 如 ,和 且 y = gag(p) 
* y. 容易 验证 :由 于 函数 族 {goe) 满足 命题 1. 2 的 条 件 (1),(2), 所 以 ~ 是 等 价 
关系 .用 巨 = 二 /~~ 记 关于 等 价 关系 ~ 的 商 空间 ,(a,p,y) E 包 的 ~ 等 价 
类 记 为 La,p,yj. 投 影 x :EF->M 定义 为 
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A([a,p,y)))=p, Vla,p,y| EE. (1. 4) 
容易 证 明 在 上 存在 一 个 光滑 结构 ,并 且 使 + 是 光滑 的 满 映 射 ( 证 明 的 方法 在 
实质 上 与 第 三 章 3 1 中 证 明 TM 是 光滑 流 形 的 情形 是 一 样 的 ). 
局 部 平凡 化 映射 J :UX R? 一 x!1(U,) 定义 为 
ppsy) = [Lapsyy, VCy) EU Xx Rs. (1. 5) 
上 的 光滑 结构 使 映射 为 光滑 同 胚 . 若 p 属 于 另 一 个 局 部 平凡 化 邻 域 ,并 且 
有 YE€ R’ 使 得 
内 (zy) = alpsy), 


则 
[ea,p,y] = [B,p,y], 
因此 
y = gop( 力 ) 。y， 
换言之 ， 


Yop 。Wpo = gop( 力 ). 
此 外 ,已 知 gw :Us 站 Up 一 GL(g) 是 光滑 的 .这 一 切 说 明 x :一 M 是 光滑 流 
形 M 上 秩 为 g 的 向 量 从 , 它 以 {gsg : Us 门 Up 一 GL(g)} 为 转移 函数 族 . 

例 1 光滑 流 形 M 的 切 从 是 M 上 秩 为 m == dimM 的 向 量 丛 , 设 M 的 论 滑 
结构 是 {(06,9.) :a € 7T}, 则 切 从 TM 的 转移 函数 族 是 (yo : Us。 [1 Up 一 
GL(m)), 其 中 J 是 坐标 变换 

Ge ° pe! : GalUs (Up) —> GU (NN Up) 
的 Jacobi 矩阵 , 即 


例 2 ”把 Mebius 带 看 成 圆周 S$: 上 的 秩 为 1 的 向 量 从 ,此 时 Mobius 市 的 
宽 不 是 一 条 线段 ,而 是 整 条 直线 R . 


设 圆周 5S' 是 {e” :0 之 :之 1), 取 定 e, 使 得 0 二 e 二 却 . 考 虑 5' 的 三 个 开 
子 集 (图 22) 
LU ={e™: 一 < 到 十 €)， 


U, = {e™: ee<t<3 t+), 


U, ={e™: Se<t<1+e, 


它们 两 两 相交 ,构成 S' 的 开 覆 盖 , 并 且 Uj ms (1 Us= 名 . 令 
g12(p) =ga(p) = 1, VpEUI NU,, 
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g13(p) =ga(p) = 1, VpEU UV,, 

g23(p) =g3(p) 一 一 1， Vp EU, UV,, 
则 它们 满足 命题 1. 2 的 条 件 (1), (2), (3). 根据 定理 1. 3 存在 S$: 上 秩 为 1 的 向 
量 从 ,以 {gog} 为 转移 函数 族 , 这 个 向 量 丛 就 是 Mobius 带 . 


0 pdf 


3 3 3 


图 22 


例 3 回 量 丛 环 的 对 偶 向 量 丛 五 ”. 
设 7 :上 一 M 是 光滑 流 形 上 上 秩 为 gq 的 向 量 从 ,{U。} 是 M 的 开 覆 盖 , 局 部 
平凡 化 映射 为 
Js: UX Rs 一 IC)， 
转移 函数 为 
gop : Us {| Us —> GL(g). 
当 U。 由 Up 关 名 时 , 令 
hae = ((gag8) 一 (go € GL(g), (1. 6) 
则 
ha(p)=1; VPpEU,, 
hia(p) * hoyl(p) 
= (gpa(p)) » (gya(p))’ = (gy lp)): 
=hy(p), Vp EU nn 
根据 定理 1. 3, 存在 光滑 流 形 M 上 秩 为 g 的 向 量 从 7 : E* 一 M 以 {hg:U, 门 
Ug 一 GL(g)) 为 转移 函数 族 . 向 量 从 7 : E* 一 M 称 为 x :一 M 的 对 偶 从 . 
互 为 对 偶 的 向 量 从 x :EE 一 M 和 :EE* 一 MM 在 每 一 点 p €E M 上 的 纤维 
r 1(p) 和 ze-'(p) 是 互 为 对 偶 的 向 量 空间 .实际 上 , 设 pEU,, 对 应 的 局 部 平凡 
化 映射 分 别 记 为 
Je: LU。 X Rr -> x 1(U,), 
bi: Us, X Rr -> 元 -CU 
如 前 面 所 规定 ,Rs* 中 的 元 素 记 成 列 向 量 . 于 是 对 于 任意 的 wE x-1(p), 及 VE 
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x-1(p) , 令 
(Vv) = (Jap v0) (fis Vv)) ER, (1.7) 
其 中 t 表示 和 矩阵 的 转 置 . 
我 们 断言 : (1.7) 式 右 端的 数值 与 局 部 平凡 化 Jy,Y 的 取 法 无 关 . 若 另 有 
Us 包含 点 Pp, 则 U。 站 Ugp 关 名 , 且 
Yip () = gap(p) * Ye,, '(v), 
pap 1 v0) = hig p) » pp,s 1(v) = (gap)) » os 1(v), 
这 样 
(fap 1 0) » as!) 
= (as 1(v)): » (gaa(p)): *» (gap))’ * ge, (v) 
= (gp (Vv) gas '(v). 

由 此 可 见 ,(1.7) 式 给 出 了 向 量 空间 x-'(p) 和 -1(p) 之 间 的 一 个 确定 的 
配对 , 它 关 于 每 一 个 自 变量 都 是 线性 的 ,因此 x-!1(p) 和 -1(p) 是 互 为 对 偶 的 
回 量 空间 . 

例 4 回 量 丛 的 直 和 . 

设 T:EF 一 M,z :上 一 M 是 M 上 的 两 个 向 量 从 ,纤维 型 空间 分 别 是 V,V， 
转移 函数 族 分 别 是 {gop) 和 {gg). 令 


op 0 
hs= | ® | (1. 8) 
0 Bap | 
它 是 左 作 用 在 直 和 空间 V 四 上 的 线性 自 同 构 ,对 于 y EV,y E 了 ,有 
hie * (yy) 一 (gop。y) 中 (goe。y). (1. 9) 


很 明显 ,函数 族 {hcg : U。 门 Us 一 GL(V VV)) 满足 命题 1. 2 的 条 件 (1),(2)， 
因此 在 M 上 有 以 {hg) 为 转移 函数 族 、. 以 了 四 7 为 纤维 型 的 向 量 丛 , 记 作 五 中 
上 , 称 为 向 量 从 EE 和 的 直 和 . 

例 5 向量 从 的 张 量 积 . 

假定 向 量 从 EE,E 如 例 4 所 述 . 用 fs 表示 线性 变换 ge 和 go 的 张 量 积 , 左 
作用 在 张 量 积 也 @7 上 ,其 定义 是 :对 于 v EV,v E 六 , 则 

fra* (vOv) = (gag * 0) OW (gap * v0). (1. 10) 

容易 验证 ,函数 族 {fss :Us 门 Us 一 GL(V @V)) 满足 命题 2.2 的 条 件 (1)， 
(2). 所 以 在 MM 上 有 以 {fi} 为 转移 函数 族 , 以 VV 为 纤维 型 的 向 量 从 , 记 作 
EO 上, 称 为 向 量 从 EE 入 的 张 量 积 . 

例 6 光滑 流 形 M 上 的 张 量 从 . 


今 


TM= UT:*M, 
EM 
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T'(M) = 局 T(x), 
则 如 同 切 丛 的 做 法 ,可 赋予 7 MT (CM) 以 光滑 结构 ， 使 之 成 为 M 上 的 向 量 
从 ,分 别称 为 M 上 的 余 切 从 和 (r,s) 型 张 量 从 . 
可 以 验证 : 余 切 从 x :7T*M 一 M 和 切 从 x :TM 一 M 是 互 为 对 偶 的 向 量 
从 ;(r,s) 型 张 量 从 是 7 个 切 从 与 ;个 余 切 从 的 张 量 积 . 
定义 1.2 设 r: 玉 一 M 是 一 个 向 量 丛 . 若 有 光滑 映射 s : M 一 ,使 得 
T°°s=1d:M—M, 
则 称 ;为 向 量 从 (EF,M,7) 的 一 个 光滑 截面 . 
回 量 丛 的 光滑 截面 的 集合 记 为 P(E). 
在 第 三 章 命 题 2. 1 中 已 经 证 明光 滑 流 形 MM 上 的 光滑 切 向 量 场 是 切 从 的 光 
滑 截面 ,因此 
2 M) = 下 (TAO). 
命题 1.4 设 "T:k 一 M 是 一 个 向 量 从 , 则 截面 空间 T(E) 是 一 
C™~(M)- 模 . 
其 证 明 留 作 习 题 . 
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癌 量 从 的 纤维 是 向 量 空间 ,是 一 种 特殊 的 微分 纤维 从 .一 般 的 微分 纤维 从 
的 纤维 是 有 一 个 李 群 左 作 用 在 其 上 的 光滑 流 形 . 在 本 节 我 们 将 给 出 微分 纤维 
从 的 定义 ,并 举 一 些 例子 . 
定义 2.1 设 £,M,F 是 光滑 流 形 ,G 是 左 作 用 在 流 形 F 上 的 李 氏 变换 
群 . 否 有 光滑 满 映 射 x :五 一 M ,并且 下 列 条 件 成 立 : 
(1)M 有 一 个 开 履 盖 {U0。: a E 站) ,并且 对 每 个 w GE 了 工 有 光滑 同 胚 
加 :LU X Fx i(U,), 


Topp,f)=p, VDEU ,SEF 
(2) 对 每 一 点 p € U,, 记 
pip lf) = pp,1), VfEDR, 
则 yo, :一 x '(p) 是 光滑 同 胚 ,并 且 当 p EU 站 Us 时 光滑 同 肛 yi,,!。 
yp :一 下 是 G 的 一 个 元 素 goolp) 在 下 上 的 左 作用 , 即 
pais !° Yas lf)= gap).f, VeErk 
(3) 当 U, 由 Ug 关 名 时 ,映射 gag :Us 门 Up 一 G 是 光滑 的 ， 
则 称 (E,M,F ,x,G) 为 光滑 流 形 M 上 的 一 个 微分 纤维 从 ,E 称 为 从 空间 ,MM 称 
为 底 空间 ,Ff 称 为 纤维 型 ,C 称 为 结构 群 ,r 称 为 从 投影 . 
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在 条 件 (1) 中 所 说 的 映射 J, : U。 Xf 一 x-1(U,) 称 为 纤维 从 五 的 局 部 平 
凡 化 . 

定义 2.2 设 (E,M,F,x,G) 为 微分 纤维 丛 . 行 / :M 一 是 一 个 光滑 映 
射 , 并 且 

Treo 一 id: AM 一 AI， (2. 1) 
则 称 /了 上 是 纤维 丛 五 的 一 个 截面 . 

一 般 说 来 ,微分 纤维 从 未 必 有 定义 在 整个 底 流 形 M 上 的 截面 ,因此 我 们 
常常 会 提 到 局 部 截面 . 设 U 是 MM 的 一 个 开 子 集 , 若 有 光滑 映射 站 :U 一 ,使 
得 x。J 二 14d :U 一 UU, 则 称 了 是 纤维 从 E 在 U 上 的 (局 部 ) 截面 .向量 从 的 情 
况 与 一 般 的 微分 纤维 从 有 一 些 不 同 . 在 第 三 章 我 们 已 经 提 到 过 ,定义 在 光滑 流 
形 MM 的 一 个 开 子 集 U 上 的 光滑 切 向 量 场 X 在 稍 缩小 一 点 的 开 集 V(VCU) 上 
的 限制 能 够 扩充 成 整个 流 形 M 上 的 光滑 切 向 量 场 ,同样 的 证 明 能 够 用 于 向 量 
从 的 局 部 截面 . 因此 ,对 于 向 量 从 来 说 ,大 范围 截面 总 是 存在 的 , 即 T(E) 
天 名 ;但 是 处 处 不 为 零 的 截面 是 未 必 存 在 的 . 

命题 1.2 和 定理 1. 3 在 作 适 当 的 修改 之 后 对 一 般 的 微分 纤维 从 是 成 立 
的 . 这 意味 着 ,转移 函数 族 {gog : U。 站 Ug 一 G} 在 构造 微分 纤维 从 时 起 着 核心 
作用 . : 

例 1 光滑 流 形 M 上 的 切 标 架 从 

设 MM 是 m 维 光滑 流 形 . 在 每 一 点 zx €E M, 取 切 空间 7.M 的 一 个 基底 人 e : 1 
二 7 全 m}), 则 {zx;ei;) 称 为 流 形 M 在 点 的 一 个 切 标 架 .用 P(x) 表示 流 形 MW 在 
点 工 的 全 体 切 标 架 的 集合 , 令 

CO = UF). (2. 2) 
定义 映射 x : 22 一 M, 使 得 rCPGz)) 二 {x). 

我 们 要 在 多 上 给 出 一 个 光滑 流 形 结构 ,使 得 x : 到 一 M 成 为 一 个 微分 纤 
维 丛 , 它 的 纤维 型 为 GL (m) ,结构 群 也 是 GL (m). 

为 记 法 简便 起 见 ,我们 把 切 标 架 {z;ei) 记 成 e = (el en), 这 是 切 空间 
TM 中 和 疡 个 线性 无 关 的 切 向 量 e 组 成 的 行 矩阵 . 如 果 6 = (561,…,6%) 是 MM 在 
点 工 的 另 一 个 切 标 架 , 则 存在 一 个 非 退 化 的 m x m 矩阵 4 € GL(m) ,使 得 

和 一 ce.4， (2. 3) 
其 中 “.” 表 示 和 矩阵 的 乘法 . 

现在 假定 .x ==((U.,9) : a€7) 是 光滑 流 形 MM 的 一 个 光滑 结构 , 则 在 每 

一 个 U。 上 有 局 部 坐标 系 x = 二 《9.(:))',1 过 1 过 m. 因此 在 U。 上 有 自然 的 切 标 


架 场 {z; 寺 | ) ,其 中 每 个 切 向 量 场 冯 < 入 (U.). 简单 地 把 这 个 切 标 架 场记 


为 4., 即 
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2 2 |. (2. 4) 


定义 映射 J: Us。 Xx GL(m) 一 ICU 如 下 : 设 x EU,A EE€ GL(m), 则 
yrX,A) = 9(r). A. (2.5) 
因为 4.(z)，A € P(x), 故 有 
T° f(T,A)= LX. 


车 x € U。 门 Up, 上 且 男 有 有 妇 € GL (m) ,使 得 
px,A) = Yalr,A), 
则 
az) :A= ox) A. (2. 6) 
但 是 在 站 Vs 上 有 
Axh ,ar 
Axs azr” 


| 亦 … 过 |= | 去 | : : |. (2.7) 


arl” “az Qary “ax 


az ax 

Qz: Qzz 
将 右 端 的 mr xX m 矩阵 记 为 Jpe,， 即 它 是 坐标 变换 8。 87 : GU 站 Up)—> Gol(U, 
[1 Ug) 的 Jacobi 矩阵 , 则 上 式 成 为 


Q(T) = dx) » Sp lr). (2. 8) 

将 它 代 入 (2. 6) 式 得 到 
Jp(r). A= ZA, (2. 9) 
gpr(Z) = Jal ° Yas = Jpslr) € GL(m). (2. 10) 


仿照 第 三 章 $ 1 关于 切 丛 的 做 法 ,在 多 上 可 以 定义 一 个 光滑 结构 ,使 得 
每 一 个 映射 
pi: Ue XGLOnz) —> X71(U,) 

是 光滑 同 胚 ,x 是 光滑 映射 .对照 定义 2.1,r : 多 一 M 成 为 一 个 微分 纤维 从 ， 
称 为 光滑 流 形 M 上 的 切 标 架 从 ,其 从 空间 是 多, 纤维 型 = GL (m) ,结构 群 G 
二 GL(m), 它 在 上 的 左 作用 是 李 群 GL(m) 上 的 左 移动 . 此 外 ,这 个 从 的 转 
移 函数 族 gp 二 Jp : Us 门 Up 一 GL(m), 其 中 .Jp 是 光滑 流 形 M 上 局 部 坐标 变 
换 的 Jacobi 矩阵 


axh z axh 

ax! Qzz 
J Ba 一 

9xg dzZ8p 


az: Qzz 
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天 于 这 个 例子 有 两 点 需要 指出 : 

(1) 切 标 染 从 7 : 夕 一 MM 的 纤维 型 与 结构 群 G 是 同一 个 流 形 , 即 下 = 6G， 
并 且 G 在 f 上 的 左 作 用 恰好 是 G 在 它 自身 上 的 左 移动 . 

(2) 切 标 架 从 x : 儿 一 MM 和 切 从 x :TM 一 M 的 纤维 型 是 不 同 的 ,但 是 它 
们 却 有 相同 的 转移 函数 族 {yw : Us 站 Us 一 GL (m)}. 

由 此 可 引出 下 面 两 个 定义 : 

定义 2.3 设 (E,M,F ,x,G) 是 一 个 微分 纤维 从 ,如 果 下 二 G, 并 且 G 在 
fr 上 的 左 作 用 就 是 G 在 它 自身 上 的 左 移动 , 则 称 该 纤维 从 为 光滑 流 形 M 上 以 
G 为 结构 群 的 主 纤维 从 ,简称 为 G 一 主 从 , 记 为 (E,M ,x,G). 

定义 2.4 设 (E,M,F,x,G) 和 (EE,M,F,X,G) 是 同一 个 光滑 流 形 M 上、 
以 同一 个 李 群 G 为 结构 群 的 微分 纤维 从 . 如 果 存 在 M 的 一 个 开 覆 盖 {C。) ,使 
得 这 两 个 纤维 从 分 别 有 对 应 的 局 部 平凡 化 映射 ,并 且 它 们 有 相同 的 转移 函数 
族 {gog : U。 几 Up 一 G}, 则 称 这 两 个 微分 纤维 从 是 相配 的 . 

根据 上 面 的 定义 ,光滑 流 形 M 上 的 切 标 架 从 7 : 多 -> M 是 一 个 GL(m)- 
主 从 ,并 且 它 是 切 从 x :TM -> M 的 相配 从 . 微分 纤维 从 的 相配 关系 是 一 个 等 

命题 2.1 每 一 个 微分 纤维 从 (E,M,F,x,G) 都 有 与 它 相 配 的 G- 主 从 . 

证 明 设 微 分 纤维 从 7 :一 M 的 转移 函数 族 是 {go : U, 站 Ups 一 G}. 
Cc 在 它 自 身上 的 左 移动 可 看 作 G 左 作 用 于 它 自身 的 李 氏 变换 群 , 则 根据 适当 
修改 之 后 的 定理 1. 3, 存 在 微分 纤维 从 (E,M,G,7z,G) {gw :Us 站 Us—>G) 
这 是 与 原 纤维 从 相配 的 G- 主 从 . 

这 个 命题 再 次 强调 了 转移 函数 族 对 于 微分 纤维 从 的 核心 作用 ,并 且 在 结 

构 群 为 C 的 微分 纤维 从 的 相配 类 中 确 有 一 个 G- 主 从 作为 它 的 代表 . 

例 2 设 G 是 一 个 李 群 , 且 是 G 的 闭 子 群 , 则 x : GG/ 五 是 一 个 旷 - 主 
从 . 

在 第 六 章 3 的 定理 3. 11 和 定理 3.12 说 ,五 是 G 的 李子 群 ,并 且 G/ 五 是 
一 个 光滑 流 形 ( 齐 性 空间 ) ,使 得 投影 x : G 一 G/ 全 是 光滑 映射 .此 外 ,定理 3. 
12 还 说 ,Le 在 G/H 中 有 一 个 开 邻 域 WW 以 及 光滑 映射 W 一 上 G, 使 得 x。r 二 
id:W-—>W. 

这 样 , tg，W : g € G}) 构 成 G/ 如 的 一 个 开 和 覆盖 . 对 于 每 一 个 g € G, 定 义 
映射 
ye: (g-: W)xH—x i(g. W) 

如 下 : 设 zTE€EW,he 已 , 令 
yg Th)=g .rr :hEG. (2. 11) 
显然 Js 是 从 (g，W) Xx 五 到 G 的 光滑 映射 ,并 且 
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T° Ylg* XIX,h) 
=x(g* Tt(X)，h) 
=g *。 A(T(X)) 一 5。，7， 
故 
加 (gz ET 5。 下 ). 
我 们 断言 :J 是 光滑 同 胚 . 为 此 只 要 构造 ys 的 逆 映 射 , 并 且 证 明 它 是 光滑 的 . 
实际 上 ,车 gE€ x 1i(g，W), 则 [8] = r(G8) € g*W, 于 是 [gg] € W. 现 
在 ,r([g-'g]) € G, 并 且 
xr°rt([g 1g])= [gs 'g], 


故 
h= (rg gl])) !. (g 'g)€EH. 
这 样 ， : 
Ga [BJ],h) =g rg te [gD eh 
=g .rt([g-ig]) (rl([e'g])) i.g gg 
一 六， 
所 以 
(加 )-1(8) = (gj,r([g 1g])) !.g 1!. g), (2. 12) 
若 (g1* W) 门 (gs。* W) 关 名 , 则 对 于 任意 的 XE€ (gi1* W) [| (g;* W)， 
有 
gi'T€W, gz EW, 
那么 转移 函数 是 


foe, =(r(g2 7)) (gz 81) * T(g1 工 ) 
一 (gz rz 7)) 。(8 Tg 7)) EH, 
fs : (giW) mn (gzW) 一 右 是 光滑 映射 .因此 x :GG/ 瑟 是 一 个 以 吾 为 纤 
维 型 .以 互 为 结构 群 的 微分 纤维 丛 , 即 它 是 一 个 五- 主 从 ， 
鉴于 主 从 的 重要 性 ,下 面 给 出 主 从 的 男 一 种 常用 的 描述 : 
定理 2.2 设 x: 忆 一 M 是 一 个 G- 主 从 , 则 李 群 G 是 自由 地 右 作用 在 从 
空间 巨 上 的 李 氏 变换 群 , 并 且 从 的 局 部 平凡 化 :U0 x G 一 x (7) 关 于 群 作 
用 是 等 变 的 , 即 对 于 任意 的 XE U,g,h EG 有 
yr,g)h = Yr,g* h), (2. 13) 
或 
R,° Y= yy,° Ri:G—> Xx "(x), 
其 中 
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一 VCz。):CO 一 T (rx). 

证 明 设 M 有 开 和 覆盖 (U0。: a E 7) ,及 对 应 的 局 部 平凡 化 炭 :DLXC 一 

Xx 1(U,). 对 任意 的 (zx,g) EU XG 及 hE€E0G, 令 

par sg) hh = yr,g* h), (2.14) 
我 们 要 证 上 式 右 端 与 局 部 平 几 化 的 选择 无 关 . 

若 有 另 一 个 局 部 平凡 化 邻 域 Us 包含 x, 则 有 8g € G 使 得 
YXs8) = Yalx,g), 
其 中 
g = hl° fag) = gp(X) "8 
因此 ,对 于 任意 的 上 EC 有 
gh= (gar)* g) hh = gp(r) » (gh), 

即 

Ye Tg * h) 一 办 (ZE * h). 
所 以 (2.14) 式 给 出 了 元 素 hE€ G 在 上 的 右 作 用 ,而 且 局 部 平凡 化 映射 天 于 
G 的 作用 是 等 变 的 . 

定理 2. 2 的 逆 命 题 也 是 真 的 ,我 们 把 它 叙 述 如 下 : 

命题 2.3 设 G 是 自由 地 右 作 用 在 光滑 流 形 已 上 的 李 氏 变换 群 , 如 采 

(1) 五 关于 G 所 诱导 的 等 价 关系 的 商 空间 M = E/G 是 一 个 光滑 流 形 ,并 
且 投 影 x :一 MM 是 光滑 的 ; 

(2) 五 在 局 部 上 是 平凡 的 , 即 对 于 M 的 每 一 点 ,存在 一 个 邻 域 UCM 太 
光滑 同 胚 p: r :CU) 一 DOXxXG, 对 于 xzEr LO) 记 Ye) == (zw) me))， 则 
对 于 任意 的 xE r 1(U),g EG 有 

Ti (UL。g) 一 Ti(L)。95， (2. 15) 
那么 xx: 瑟 -> M 是 一 个 G- 主 从 . 
命题 的 证 明 留 给 读者 作 练 习 . 
习 损 七 
1. 设 MM 是 m 维 光滑 流 形 , 邻 
TM= UT:M 
定义 映射 +:T*M 一 M， 使 得 对 于 任意 的 a € Tz:M 有 
x(a) = 工 。 
试 给 出 T*M 的 光滑 结构 ,使 得 * : T*M 一 M 成 为 M 上 的 向 量 从 , 称 为 M 上 


的 余 切 从 . 证 明 余 切 从 7 :T*M 一 M 和 切 从 7 :TM 一 M 是 互 为 对 侦 的 辣 量 
从 . 
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2. 证明: 在 余 切 从 7 M 上 存在 一 个 处 处 非 退 化 的 2 次 外 微分 式 w, 并 
上 且 do = 王 0. 
3. 设 必 是 m 维 光滑 流 形 , 用 L(x) 表示 切 空间 T,M 上 全 体 线性 变换 的 
集合 . 令 
L(M) = U Lz), 
并 且 定 义 映射 + : LCM) 一 M, 使 得 对 于 任意 的 co€ L(xz) 有 
Xi(o) 二 xX. 
试 在 LCLM) 上 给 出 一 个 光滑 结构 ,使 得 x : LCM) 一 M 成 为 M 上 的 (1,1) 型 张 
量 从 .并 且 证 明 L(M) 是 切 从 TM 和 余 切 从 T*M 的 张 量 积 . 
4. 设 x :>M 是 向 量 从 ,证 明 ; 截 面 空间 T(E) 是 一 个 C~CM) 一 模 . 
5. 7 维 实 冉 影 空间 RP" 是 R"*! 中 所 有 1 维 线性 子 空间 所 构成 的 n 维 光 
滑 流 形 , 因 此 任意 一 点 p € RP" 是 Re: 中 的 1 维 线性 子 空间 . 令 
= U2, 


PERP” 
及 映射 + :一 RP", 使 得 对 于 任意 的 v€ p 有 
Xi(v) 一 p. 
试 给 出 上 的 光滑 结构 ,使 得 x : 一 RP” 成 为 在 实 射 影 空间 RP” 上 秩 为 1 的 向 
量 从 ;并 求 该 向 量 从 的 转移 函数 族 . 
6. nn 维 复 射 影 空间 CP" 是 C"m 中 所 有 1 维 复线 性 子 空间 所 构成 的 2n 维 
光滑 流 形 , 因 此 任意 一 点 p E€ CP" 是 C"t! = 了 R2o+5 中 的 2 维 线性 子 空间 . 令 
E=Urzp 


户 ECP” 
相应 地 定义 投影 x :一 CP". 试 给 出 EE 的 光滑 结构 ,使 得 x : 五->CP" 成 为 在 
CP” 上 秩 为 2 的 向 量 从 ,并 求 该 向 量 从 的 转移 函数 族 . 
7. 设 T: 上 kk 一 MM 是 m 维 光滑 流 形 M 上 秩 为 > 的 向 量 丛 . 对 于 任意 一 点 
TE M, 用 P(x) 表示 癌 量 空间 x 1'(x) 中 所 有 基底 的 集合 (xr-!1(x) 中 的 每 一 个 
基底 称 为 向 量 从 7 :一 M 在 点 x € M 的 一 个 标 架 ), 令 
FZ = UP(z), 
定义 7: 多 一 M, 使 得 +(P(x)) = x. 试 在 多 中 给 出 一 个 光滑 结构 ,使 得 
T: 儿 一 MM 成 为 M 上 的 一 个 GL(r)- 主 从 ,并 且 证 明 它 与 向 量 从 x : 琅 >M 是 
相配 的 . : 
8. ”证 明 命 题 2. 3. 
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3 1 拓扑 学 基本 概念 


拓扑 学 是 本 课程 的 先 修 课 程 之 一 . 由 于 目前 在 我 国 大 多 数 高 等 院 校 的 数 
学 系 ,拓扑 学 往往 是 作为 选修 课 开 设 的 ,而 尚未 成 为 必修 基础 课 . 为 了 方便 读 
者 阅读 和 使 用 本 书 ,我 们 把 本 书 所 用 到 的 点 集 拓 扑 概念 作 一 些 简 要 介绍 . 读者 
可 进一步 参考 [5]. 

拓扑 的 概念 是 将 实数 域 中 开 区 间 的 概念 抽象 化 而 引进 的 ,目的 是 为 了 能 
在 一 个 非 空 集合 中 开展 连续 性 的 讨论 . 

定义 1.1 设 S 是 一 个 非 空 集合 ,rt 是 S 的 子 集 所 组 成 的 一 个 集合 . 如 果 
rt 满足 下 列 三 个 条 件 , 则 称 + 是 S 的 一 个 拓扑 : 

(1)S Er 人 Er; 

(2) 若 4,BEr, 则 4 门 BEr; 

(3) 各 4 € 7) 是 7 的 成 员 , 则 它们 的 并 集 UA 也 是 z 的 成 员 . 

指定 了 集合 S 的 一 个 拓扑 =, 则 称 (S ,r) 为 一 一 个 拓扑 空 s 间 .fT 中 的 成 员 称 为 
拓扑 空间 S 的 开 集 . 

例 1 设 S==R, 令 rt 是 R 中 开 区 间 的 并 集 和 空 集 儿 所 组 成 的 集合 .显然 
rt 是 R 的 一 个 拓扑 , 它 是 实数 域 R 的 标准 拓扑 . 

例 2 设 S=R, 令 

= (BG,R}U {(— ,a):a€ R). 

容易 验证 习 也 是 及 的 拓扑， 但 是 拓扑 空间 (CR ,ri) 不 同 于 (CR ,zr). 

例 3 设 S 是 一 个 非 空 集合 .在 S 上 有 两 个 极端 拓扑 : 

1 7 二 (多,S), 称 为 S 的 平凡 拓扑 ; 

2 zz 是 ”的 全 体 子 集 组 成 的 集合 , 称 为 $ 的 离散 拓扑 . 

对 于 5S 的 离散 拓扑 ,S 的 每 一 个 元 素 构 成 S 的 一 个 开 集 . 

定义 1.2 设 S 是 一 个 非 空 集合 ,多 是 5 的 子 集 所 组 成 的 一 个 集合 . 如 果 
多 满足 下 列 两 个 条 件 , 则 称 多 是 S 的 一 个 拓扑 基 : 

(1) 对 S 中 任意 一 点 x, 必 有 BE 名 ,使 得 x € B; 

(2) 知 对 于 x ES, 有 吉 中 两 个 成 员 Bi,B,, 使 得 x € Bi 门 B;, 则 必 有 绝 
中 一 个 成 员 B,, 使 得 x € B,C Bn 站 B,. 

命题 1.1 设 多 是 非 空 集合 S 的 一 个 拓扑 基 , 令 

rt 二 {名}U {4:4 是 多 中 若干 成 员 之 并 }， 
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则 = 是 ”的 一 个 拓扑 , 称 为 由 拓扑 基 多 诱导 的 拓扑 . 

显然 ,S 的 拓扑 本 身 是 一 个 拓扑 基 ,并且 它 诱导 的 拓扑 就 是 * 自身 . 

定义 1.3 设 (S,7) 是 一 个 拓扑 空间 ,x € 5S. 设 U 是 包含 z 的 一 个 子 集 ， 
并 且 存 在 A4 €E 7, 使 得 x € ACU, 则 称 U 是 xz 的 一 个 邻 域 .车 U0 本身 是 开 集 ， 
则 称 上 U0 是 xz 的 开 邻 域 . 

至 此 ,拓扑 空间 中 子 集 的 内 点 、 内 部 \、 闭 集 、 子 集 的 聚 点 、 闭 包 、 收 敛 序列 
的 极限 点 、 连 续 映 射 等 概念 的 定义 都 可 以 仿照 度量 空间 (如 实数 域 ) 中 同名 概 
念 的 定义 得 到 . 

定义 1.4 设 S 是 一 个 非 空 集合 ,ri,7t 是 S 的 两 个 拓扑 . 如 果 T 中 每 一 个 
成 员 都 可 以 表示 成 t+ 中 若干 个 成 员 的 并 集 , 则 称 拓扑 5 比 ts 细 . 

在 R 中 由 例 1 给 出 的 拓扑 = 比 由 例 2 给 出 的 拓扑 = 细 . 非 空 集合 S 的 离 
散 拓扑 比 S 的 任意 一 个 拓扑 细 ,而 4 的 任意 一 个 拓扑 比 S 的 平凡 拓扑 细 . 

定义 1.5 设 S 是 拓扑 空间 . 若 S 有 一 个 拓扑 基 多 ,使 得 多 至 多 有 可 数 
多 个 成 员 , 则 称 S 满足 第 二 可 数 公 理 ( 即 4, 公理 ). 

定义 1.6 设 S 是 拓扑 空间 . 苍 对 于 S 中 任意 两 个 不 同 点 x 了 关 y,; 必 有 SS 
的 两 个 开 集 U,V ,使 得 x EU,yEV, 且 UV = 名, 则 称 S 是 Hausdorff 空 
间 ( 或 满足 7; 公理 ). 

例 2 给 出 的 空间 (R,7) 不 是 Hausdorff 空间 . 

定义 1.7 设 S 是 拓扑 空间 .如 果 5 的 任意 一 个 开 和 覆盖 都 有 一 个 有 限 的 
子 履 盖 , 则 称 S 是 紧 致 拓扑 空间 . 

定义 1.8 设 % 是 拓扑 空间 .者 9 不 能 表示 成 两 个 互 不 相交 的 非 空 开 集 
的 并 集 , 则 称 S 是 连通 的 . 

定理 1.9 设 S 是 拓扑 空间 .车 对 于 任意 两 点 a,b € 5 ,都 存在 一 个 连续 
映射 f : [0， 1 > 5, 使 得 f(0) = a,f(1) = 5, 则 称 S 是 道路 连通 的 . 

命题 1.2 ”道路 连通 的 拓扑 空间 必 是 连通 的 . 


S 2 ”Sard 定理 


Sard 定理 是 微分 拓扑 中 许多 重要 的 存在 性 定理 的 基础 ,其 重要 性 是 不 言 
而 喻 的 .但 是 ,本 书 的 重点 在 于 微分 流 形 的 基本 概念 和 微分 流 形 上 切 向 量 、 切 
空间 、 切 向 量 场 .外 微分 式 等 几何 对 象 , 对 于 微分 流 形 的 拓扑 侧面 没有 进行 深 
入 的 讨论 ,因而 基本 上 不 用 Sard 定理 . 另外 ,Sard 定理 的 证 明 方 法 本 身 并 不 
难 , 但 是 它 在 微分 流 形 的 一 般 理 论 中 不 具有 典型 性 . 所 以 我 们 在 本 课程 不 讲 
Sard 定理 . 鉴于 它 所 揭示 的 事实 的 重要 性 ,读者 有 必要 知道 它 , 因 而 我 们 在 此 
对 Sard 定理 及 有 关 概 念 作 一 些 简要 的 介绍 .读者 可 参阅 L141],[15]. 

定义 2.1 设 人 M,N 是 光滑 流 形 ,f : M 一 六 是 光滑 映射 . 各 在 点 户 E JU， 
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rk,(f) < dimNN , 则 称 p 是 f 的 临界 点 .了 的 全 体 临 界 点 的 集合 记 为 Cy. 

若 在 点 p € M,rk,(f) = dimNN, 则 称 p 是 了 的 正则 点 . 

对 照 第 二 章 § 4 的 定义 4.4 可 知 ,p 是 的 正则 点 当 且 仅 当 ff 在 点 pp 是 淹 
没 . 

定义 2.2 设 MM,N 是 光滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 光滑 映射 .g9 € N. 若 
f(g) 站 Cr 天 好 , 则 称 g 是 了 的 临界 值 . 若 广 :cc) 门 Cy = 名, 则 称 g 是 的 
正则 值 . 

很 明显 ,f 的 临界 值 的 集合 是 f(Cy);f 的 正则 值 的 集合 是 WNACCr). 当 
广 :Co) = 时 ,gq 也 是 了 的 正则 值 . : 

第 二 章 $ 5 的 推论 5.5 可 以 改 述 成 : 

命题 2.1 设 M,N 是 光滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 光滑 映射 .如 果 g € AM) 
是 f 的 正则 值 , 则 广 '(q) 是 M 的 散人 和 信子 流 形 ,其 维 数 = dimM 一 dimN. 

设 a,bE€ Ra 二 5,1 达 71 达 mm, 则 RR” 的 子 集 

T=(al,b) X * X (a”,0”) 
={(xl, ER ii ro,i=1,,m) 

称 为 m 维 开 长 方 体 .m 维 开 长 方 体 的 体积 定义 为 


VolGD) = || 0’ ~ a). 
1 一 1 


定义 2.3 议 4 是 R" 的 一 个 子 集 . 知 对 任意 的 es 之 0, 必 能 找到 至 多 可 数 
多 个 开 长 方 体 {1;) ,使 得 它们 覆盖 了 4, 并 且 其 体积 之 和 小 于 se, 即 . 


ACUL,, 之 VolCT) < s， 


则 称 4 是 R" 中 的 零 测 集 . 

显然 ,R” 中 的 零 测 集 的 子 集 仍 是 零 测 集 ;R" 中 可 数 多 个 零 测 集 之 并 仍 是 
零 测 集 . 但 是 ,R” 中 非 空 开 集 不 是 零 测 集 . 

定义 2.4 设 必 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,A CM. 若 对 MM 的 任意 一 个 坐标 
卡 (U,9) ,glU [1 4) 是 R” 中 的 零 测 集 , 则 称 4 是 M 中 的 零 测 集 . 

上 面 定 义 中 的 条 件 可 以 减弱 为 :对 每 一 点 p € A, 存在 p 的 一 个 坐标 卡 
(U ,9) ,使 得 gLU 门 4) 是 R” 中 的 零 测 集 , 则 称 4 是 M 中 的 零 测 集 . 

定理 2. 2(Sard 定理 ) 设 M,N 是 光滑 流 形 ,f : M 一 入 是 光滑 映射 , 则 
f 的 临界 值 的 集合 1(Cy) 是 N 中 的 零 测 集 . 

推论 2.3 设 M,N 是 光滑 流 形 ,dimAM < dimN,f 是 M->N 是 光滑 映 
里, 则 (CM) 是 N 中 的 零 测 集 . 

在 上 述 推 论 中 ,大 f 是 C'- 映射 , 则 结论 也 成 立 . 

推论 2.4 设 M,N 是 光滑 流 形 ,f : M 一 NN 是 光滑 映射 , 则 /的 正则 值 
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的 集合 在 N 中 是 处 处 稠密 的 . 

利用 Sard 定理 可 以 证 明 紧 致 情形 的 Whitney 定理 , 即 : - 

定理 2.5 设 人 MM 是 m 维 紧 致 光滑 流 形 , 则 存在 光滑 映射 p: M 一 了 R” ， 
使 得 (9p,M) 成 为 R” “的 嵌入 子 流 形 . 

证 明 第 二 章 8 4 定理 4.5 已 经 告诉 我 们 :存在 一 个 充分 大 的 整数 ,以 
及 光滑 映射: M 一 R", 使 得 (yp,M) 是 R" 的 般 入 子 流 形 . 如 果 n 过 2m 十 1， 
则 定理 的 结论 已 成 立 . 现在 假定 ”> 2m 十 1, 我 们 要 把 维 数 ”降下 来 . 

因为 (p,M) 是 及 "的 敌人 和 人 子 流 形 ,我 们 把 AM) 和 MM 等同 起 来 ,R" 的 欧 氏 
度量 在 M 上 诱导 出 一 个 黎 曼 度量 ,因而 7T.MCzE M) 成 为 欧 氏 向 量 空 间 .7TM 
是 2m 光滑 流 形 ;又 令 

K={(r,y)E MXxXM:zr#y), 
显然 天 是 2m 维 光 滑 流 形 M x MM 的 开 子 流 形 , 所 以 天 是 2m 维 光滑 流 形 . 定 
义 映 射 六 :TM 一 S”™ 和 f: 一 S” ,使 得 
fi(X) = 食 [， VXETM, 


f(r,y) = 应 7 V (zx,y) E kK. 


很 明显 ,fi,f; 都 是 光滑 映射 .由 于 dimTM 二 dimS”!',dimK 二 dimS”', 根 据 
Sard 定理 ,f1(7TM) U f,(K) 是 S” 中 的 零 测 集 .于 是 可 取向 量 a € S”' ,使 
得 a & f(TM), 双 a folK). 

定义 映射 8: M -> R", 使 得 

, P(X)=X— (ra)a, VrEM. 

由 于 (9x),a) 二 0, 所 以 LM) 落 在 R" 中 以 a 为 法 向 量 的 子 空间 R”! 内 . 因 
此 ,p 是 从 MM 到 R”' 的 光滑 映射. 下面 要 证 明 BF: M 一 R”! 是 单一 的 浸入 . 

9 是 浸入. 设 XE7T7T.M, 取 光滑 曲线 7 : (一 ss) 一 M, 使 得 7(0) 一 z， 
X (0) 一 和, 则 

P72)) = 70) 一 (CD) aya， 
因此 
p(X)= XC— (X,a)a. 

当 义 关 0 时 ,因为 a (TM), 故 六 与 a 不 共 线 , 即 8, (X) 关 0. 

2 的 单一 性 . 设 z,y € M,z 关 y; 则 

Py) 一 VCzZ) = (y— zx) — (yO— rx,a)a. 

因为 a & f;(K), 故 a 与 y 一 不 共 线 , 即 VCy) 关 p(x). 

既然 p 是 单一 的 浸入 ,以 及 MM 是 紧 致 的 , 故 p: M 一 R”!' 是 媒人 子 流 形 . 
者 7 一 1 放 2m 十 1, 则 继续 上 面 的 过 程 , 直 到 将 M 嵌入 R” .证 毕 . 
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进一步 还 能 把 M 浸 人 到 R” 中 去 .为 此 ,只 要 考虑 
SiI(M) = (和 ETCOM : |X| 一 1)， 
S1(M) 是 2m 一 1 维 光滑 筑 形 . 令 
厂 : SC -一 9 CRY, 
使 得 FCX) = X. 显然 了 是 光滑 映射 . 由 Sard 定理 ,fCS1(M)) 是 S2” 中 的 零 测 
集 , 取 a ES™”\f(S1(M)), 则 将 人 M 沿 向 量 a 投 影 到 R” 的 子 空间 R”, 得 到 MM 
在 R” 中 的 浸入 . 
当 M 是 非 紧 教 光滑 流 形 的 情形 ,其 证 明 可 看 [14],[15]. 
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4. 本 题 的 关键 是 (1). 证 明 方法 有 多 种 . 一 种 是 几何 证 法 ,利用 o 是 等 
距 , 证 明 线 段 PQ 内 任意 一 点 7 上 映 到 以 cCP) 和 o(Q) 为 端点 的 线段 上 一 点 
0(T) ,而且 ol(T) 关 于 olP),o(Q) 的 分 比 等 于 关于 了 ,QQ 的 分 比 ,等 等 . 男 一 
种 证 法 是 解析 的 .在 五 中 取 笛 卡 儿 直角 坐标 系 {0;6) ,用 (x!,…,x") 记 点 x 的 
坐标 ,用 (zx!，,… ,7x") 记 象 点 cCz) 的 坐标 , 则 

X= f(r, ,1T"). 
o 是 等 距 变 换 的 条 件 是 对 于 任意 的 zx,y € FE" 有 
Dy mz = Df) — f(r)). 
任意 固定 一 点 x € E", 让 y 作为 动 点 ,将 上 式 对 y 作 两 次 偏 导 数 ,再 在 y= 二 x 
处 取 值 则 得 
> of a ss 


i ji 17。 
pe 9x’ 9x 


因此 | 妨 | 是正 交 和 矩阵 . 对 上 式 再 微分 得 到 
nn pp k 了 k 了 k ps4 k 
| 


人 人 arzar ar gr ariaz' 


由 此 不 难得 到 
于 广 


天 天 二 0， 
因此 产 是 立 ,…,z 的 一 次 函数 . 
15. ”用 (zx!,…,x") 记 "中 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ,假定 它 和 曲 纹 坐标 系 
G1,…,2w") 的 变换 公式 由 


一 (21L， ,zl 
给 出 . 因此 
7 
记 
QZ ax* 
8 一 ee) 一 之 /7 


由 此 得 到 
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de， Fx* 


Mi pp Ter, 
其 中 T$ 是 关于 g; 的 Christoffel 记号 . 
向量 场 v 可 表 为 
v 一 Dj vie,, 
;一 1 


故 
dv = doe; 十 vde; = (dv’ + viTidu’)e,. 
v 是 平行 场 的 条 件 是 dv = 0, 即 
dz 十 viidu* = 0. 
22. 在 V 中 取 基底 {6,}, 在 V* 中 的 对 偶 基 底 为 {0'), 则 该 张 量 是 >)6,@ 
9 ，, 即 恒 同 映射 id : 7 一 V. 
34. 在 V 中 取 基 底 {6,}, 在 V" 中 取 对 偶 基 底 {? ), 则 该 张 量 为 
00 A A 6;) @ (6% A… 人 Ap) 
=076, @ Bo BH OD. 
右 在 人 'V 和 人 了 了” 之 间 定 义 配对 如 下 : 
C6 A A G6 A A 67) = Oy, 
则 A'V 和 A"Y* 互 为 对 偶 空间 . 这 时 ,上 面 的 张 量 可 看 作 恒 同 映射 id : A'V 
一 人 个 ， 
47. (1) 只 要 证 明 : 当 dimy = 3 时 ,V 上 每 一 个 2 次 外 形式 都 是 可 分 解 
的 . 这 可 以 和 (2) 一 起 来 证 . 
假定 dimV ==n 宇 3. 在 V" 中 取 基 底 {6}, 则 一 1 次 外 形式 a 可 以 表示 
为 


a= DDiigd A ASA A 


假定 Qs Q, 不 全 为 零 . 令 0 = 2 Bi6', 则 
BA a= (ap)6 A No, 
改 B Ae = 0 当 且 仅 当 》> wa8 一 0. 因为 w 不 全 为 零 , 故 上 述 齐 次 线性 方程 有 


n 一 1 个 线性 无 关 解 
(BY, ,Pe), lan—]1; 
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记 序 一 26 , 则 1,…,p 是 线性 无 关 的 1 次 形式 ,上 且 Br 人 a 二 0,Y a. 不 


难 证 明 
a=A.pA.…Ap”!, 4C 和， 


故 .a 是 可 分 解 的 . 
48. 设 了 ”的 基底 为 (9 ,2 次 外 形式 a 可 表 为 
«= F300 NAV = Dad No, 
Qi; 一 一 Qi 


假定 a;j 不 全 为 零 ,不 妨 设 ws 了 关 0, 于 是 
a 一 (as61 十 ay63 十 … 十 0") 入 GB 十 0 十 .十 0 
12 12 


十 >》， Qi 和 07. 


3&i<j<n 


心 


0 一 4320 十 aaz03 十 … 十 Qn20”， 

2 8 893 .二 yo 

5 一 0 t+ 十 9 ， 
则 

a 一 0 人 az 十 >》， 2 ;0 人 0. 
若 wj 不 全 为 零 , 不 妨 设 ws 天 0, 则 继续 上 面 的 过 程 . 因 ” 是 有 限 数 , 故 上 述 步 
又 必 在 有 限 步 之 后 终止 , 即 a 可 表 成 

ww 一 al 人 Ao 十 … 十 or-l 人 azr， 
其 中 o1,…,o” 是 线性 无 关 的 1 次 形式 . 


习题 二 


4. 由 题 设 , 对 每 一 握 训 GE ,存在 2 的 邻 域 U CR’, 以 及 正则 参数 曲面 
9p: D(CR) 一 R', 使 得 9LD) ==U 则 3. 用 (u,v) 记 DD 的 点 的 坐标 , 则 9 可 表 
未 为 
工 一 ZL)， y= yuUv), z= (u,v). 
正则 性 是 指 


9(yY,2) gzZ,X) 9 yy) ap 、、 0 
a(u,v) Ausv) gao) ax 六 记 和 0， 
因此 9 在 点 2 的 附近 是 1 一 1 的 .不 妨 设 9 在 D 上 是 一 一 的 ,因而 (D;u,v) 是 


之 的 一 个 局 部 坐标 系 . 要 证 明 : 任 意 两 个 这 样 的 局 部 坐标 系 是 C"- 相关 的 , 因 
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卫 之 作为 了 的 拓扑 子 空 s 间 具有 光滑 流 形 结构 
设 (D; ;4,0) 是 点 的 另 一 个 坐标 系 . 92.D) =U 由 3， PEUNMNUNMES. 由 
于 9,8 的 1 一 1 性 , 则 在 (z,V) 和 (u,v) 之 间 有 对 应 关系 使 得 
0 一 PU sv ). 
又 业 畏 汪 灶 午后 尖 叶 


| 22 Q(z ,7) az 
/ORD RD OR 


,{ 9») AZT) AX,Y)) 
a(u,v) gag(z op) 9,v) 


放 不 妨 设 21 22,3451) 同时 不 为 夫 根据 反 函数 定理 ,uo 在 局 部 上 能 表 成 
x,y 的 光滑 函数 ,因而 (uo) 是 (2,0) 的 光滑 函数 ,并 且 


4 天 0， 


9(u,v) 9(z,v) 
dU,VT) 9(r,y) 
9(u,v) 


所 以 (D;u,v) 和 (CDix,z) 是 光滑 相关 的 . 一 

7.” 先 证 明 对 于 M 的 任意 一 个 局 部 坐标 系 (0;z) ,映射 flw:U 一 NN 是 
常 值 映射 . 然后 利用 M 的 连通 性 证 明 f-:*M 一 N 是 常 值 映射 . 

12. ”车 切 映射 fs : 全,M 一 了 ro 了" 的 秩 处 处 为 ny 则 fCM) 必 为 R" 中 
非 空 开 集 .另外 ,由 于 MM 是 紧 致 拓扑 空间 ,f 是 连续 映射 ， 故 f0) 必 是 RR” 中 的 
有 界 闭 集 . 这 与 R" 的 连通 性 相 矛 盾 . 

14. ”利用 下 面 关于 无 理 数 的 逼近 定理 (证 明 可 看 :D. 希 尔 伯 特 ,S. 康 福 
森 , 直 观 几 何 ( 上 册 ),p. 42): . 

设 a 是 无 理 数 , 则 对 任意 的 正 数 4， 必 有 整数 内 n, |m | > 4, 四 >> 4, 使 


天 0， 


—~、\ 
dd 


17. 将 MM 和 gCM) 等 同 起 来 ,因此 该 嵌入 子 流 形成 为 ; : M-> N. 利用 和 
信子 流 形 的 典型 局 部 坐标 系 ( 定 理 4.4)， 将 函数 g 光滑 地 扩充 到 任意 一 点 的 
坐标 域 U， or 导 到 函数 g， € CU, ) ， 满足 条 件 g, 1v， NM 一 = glv, NM. MM 是 
N 的 闭 子 集 , 令 U。= N\M;B = 0, 因 此 {U6,U0,: p € M) 构成 NN 的 开 覆 盖 . 
机 利用 单位 和 解 从 go,g，, 构造 出 N 上 的 光滑 函数 g ,使 得 glx = &. 

26. ” 取 截 断 函 数 p: R 一 RR, 使 得 

Pp 宇 0,， gl =1, 9lrer-z,s] = 0. 
设 |g (z)| 二 6 , 则 当 |y| 二 & 时， 
folr) 王 工 十 y。OPCZ) 
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为 光滑 同 胚 ,满足 fo(0) 一 y, 且 当 Iz| 之 2 时 fo (x) 一 工 ，。 对 于 任意 的 a 所 及， 


存在 正 整 数 n, 使 得 构造 出 光滑 同 胚 f: R ->R ,使 得 
f(0)= 二 a, 日 当 坟 区 和 la| 一 2,la| 十 2) 时 f(x)=x. 

27. ”利用 上 一 题 在 R" 情形 的 结果 , 先 证 明 : 若 (VU,g) 是 M 的 一 个 坐标 
卡 , 则 对 于 任意 两 点 xz,y EU, 存在 光滑 同 胚 f: M -> M, 使 得 f(x) = y. 然后 
利用 M 的 连通 性 证 明 上 述 结论 对 于 任意 的 x,y € M 都 成 立 . 

31. 将 S CE 看 成 单位 向 量 的 集合 ,在 E? x S! 中 引进 如 下 关系 : (x， 
vi) ,ysv02) €E BE? X Sl, 则 (x,v1) ~ (yy mm) 当 且 仅 当 vi 一 zy 一 ji .显然 
五 中 有 向 直线 的 集合 等 同 于 商 空间 E? X S'/ ~. 

35. ”利用 第 33 题 的 结果 . 

36. ”不 套用 第 35 题 的 结果 ,给 出 另 一 个 证 明 . 例如 ,用 反 证 法 . 

41. ”用 单位 分 解 定 理 . 


习题 三 


6. 利用 艇 和 信子 流 形 的 典型 局 部 坐标 系 . 

8. “将 .pLM) 和 AM 等 同 起 来 ,此 时 嵌入 子 流 形成 为 i : M 一 N. 利用 嵌入 
子 流 形 的 典型 局 部 坐标 系 , 对 于 任意 一 点 p € MM, 将 XE SCN) 在 点 p 的 邻 
域 U， 千 坟 内 扩充 ， 得 到 和 € 这 (U0,) ,使 得 

全 oj NM 一 = Xl NM 

令 U = 一 NMMXo = 0. 然后 利用 单位 分 解 将 Xs Xp € M 组 合成 六 上 
的 光滑 切 向 量 场 六 ,使 得 又 |v 二 XX 

9. 由 于 9: M -> N 是 单 _ 的 漫 人 ， 

pes: TM > 9, TM) CT ON 
是 同 构 , 因 此 在 M 上 有 切 向 量 场 久 ,使 得 
pp Xp)) = Xp)). 

再 利用 温和 的 典型 局 部 坐标 系 ,证 明 X 的 光滑 性 . 


19.、” 自 左 至 右 、 自 上 而 下 ,可 以 取 如 下 向 量 场 ， 
Xil(z,) 一 zx 芝 十 y 
9 9 
ar ?ay 
9 


9 
X(T,y) 一 >” 天 一 “ay， 


AZ y) 二 一 一 
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_ /2 0 9 
X(T,Yy) = (x y’) 元 十 2zy 3y’ 


9 


9 
Xs (X,Yy) -Ty 


9 
ay 
30. ”必要 性 是 推论 3.4 和 定理 3. 5 的 直接 推论 . 
现在 假定 LX,Yj] = 0. 任意 固定 的 一 点 Pp € M, 命 


YQ) = (C0).Y)(p) = (8) ,0 0 Y(9,(p))), 


9 
Y _ 2 2 
6CZyy) 一 (y Z 十 27zy 


则 YQ) 是 切 空间 T,M 中 的 一 条 曲线 . 很 明显 (0) =Y(p). 另 外,Y(z) 的 导数 
是 
YG+4 ss) YG) 


5 


Y' (1) = lim 
ss—0 


=lim {Rt) 0 np er p))) — (PR) son (pp)))) 


S—0 


= lim 一 (gw (PB) YP.p.p)))) — Y(p..(p))) 
= (fp).p cw [X,Y] ,8)))=0, Vi. 


因此 了 G) = 了 (p), 即 (8),Y = 了 , 故 由 推论 3.4 得 到 @。y, = y,。 9. 
31. ”有 多 种 证 法 .一 种 方法 是 利用 第 30 题 的 结论 . 设 (;x') 是 局 
部 坐标 系 ， [x | 二 6, 且 假定 


入 和 X 9g 2 


ATT9 ?Fm 
处 处 线性 无 关 . 用 g” 记 X。 所 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 , 故 
(7 o 以 AP 一 oN o Ad". 
今 
U' = {t,t Tl ,oT™) 和 R”: |z° | 6,|x | < 0). 
定义 映射 p: U' -> M, 使 得 
p(t! Tt! ,eT”) 
一 他 "°°? Gp O00 OT ,eT™))S 

其 中 y 是 局 部 坐标 系 (U ;zx') 的 坐标 映射 . 则 9 给 出 了 V1(0) = p 点 附近 的 从 
_ _ 9 
标 映射 ,在 此 坐标 系 下 ,去 一 X。 

男 一 种 方法 是 用 归纳 法 .定理 4.1 说 明 在 h = 1 时 结论 成 立 .假设 在 4 一 
1 时 结论 已 真 , 现 有 4h( 宇 2) 个 处 处 线性 无 关 的 切 向 量 场 X;,… ,Xi; ,满足 条 件 
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LX.Xe=0,1 委 %8 入 /根据 归纳 法 假设 ,在 点 p EU ,存在 局 部 坐标 系 
(V ;x ) ,使 得 p 和 V, 且 


X= 1<i<h-1l. 
ax 
设 
， ,9 , 
X10 5， a EC (Y ) ， 


且 (a* 9。 ,a”) 无 零点 . 由 题 设 条 件 [X,,X, ] = 二 0 得 2 = -一 0 , 故 a' 一 QZ …， 
7X”). 合 
%, 一 二 a -一 i 十: "十 CQ” Az 9， 


这 是 在 坐标 空间 (三 ，… ,x”) 上 处处 非 过 的 向 量 场 于 是 由 定理 4. 1 知 存在 坐 
标 变 换 
y=7, 1<i<h—l1, 
| y = yr ,TX"), ha<m 


A 9 S| \ 
使 得 X; 一 ,同时 X 一 i. 所 以 
y 9y 
9 ，9. 


由 题 设 条 件 可 以 得 知 a* 一 a*(y*,…,y”). 


作 坐 标 变换 
| oy yy dy 1 二 1 去 大 一 1， 
z” = 多 ， 疡 委 4 委 7 
则 得 
X。 二 =， 1 过 a 志 hh. 


34. ”利用 第 33 题 的 结论 . 


习题 四 


2. ” RP" 可 以 看 作 S" 在 对 径 映 射 (习题 二 第 33 题 ) 下 的 商 空间 .5" 的 标准 
黎 曼 度量 在 对 径 映 射 下 是 不 变 的 ,因而 在 RP" 上 给 出 了 一 个 黎 曼 度量 . 


习题 五 
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2 一 [一 了 719 1 委 上 委 7， 
| 1 一 2 Qi) 
人 -一 2u 7 十 1 一 


1 十 00” + Dy 


此 时 
4 > du 四 du 
1 8 一 (1 十 > oo 
4. (2) 
4 du @ du 
1 gl = -一 一 一 一 Ko < 1. 


(1 一 S023 
12. 设 单 参数 变换 群 4 诱导 的 切 向 量 场 是 X. 设 Y,Z 是 M 上 的 任意 两 个 
光滑 切 向 量 场 ,于 是 由 条 件 8*g = g 得 知 
(gg)(Y,Z) = g(Y,2), 
((9.)“g)(Y,Z) = g(Y,Z). 
因此 ,对 于 任意 的 p € M 及 任意 的 上 ER 有 
(g(Y,2)) (9(p))= ((9_)*g(Y,2)) (9(p)) 
= gp(p op YP))), Pi) op ZHp)))) 
在 两 边 对 t 求 导 , 并 取 t 二 0, 得 
Xp)(gY,2)) = g (p(X,YIPp)ZP)) + gp)YP) ,LX,Z1P)), 
即 
Xl(g(Y,2)) = g([X,Y],Z) + g(Y,[X,Z)]) 


由 此 得 到 
g (DyX,Z) + g(Y,DzX) = 0. 
9 9 , 
Xj. 十 X,,; 一 
13. 在 R" 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 , 设 

| 

二 六 az 

oaX' 9 
2 人 -一 Dr ar’” 


即 
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因此 ,X 是 Killing 向 量 场 的 条 件 成 为 
+ 
上 再 对 zx? 求 偏 导数 得 到 
2 .2 0. 
ariar: ariar 


上 式 说 明 带 有 三 个 指标 的 量 二 二- 关于 j,k 是 对 称 的 ,关于 i,j 是 反对 称 的 ， 
因此 
FFX! 


J 二 0, VY 07 
由 此 可 见 X' 是 xi 的 一 次 函数 , 设 
和 = aizi+ bi 
axX’ ， 
一 0 
故 


a; 十 if 一 0， 
(a;) 是 反对 称 和 矩阵 . 
24. 在 S* 上 的 诱导 黎 曼 度量 为 
2(dz’ 二 dy’ + dz’)|s 
S 在 上 述 黎 曼 度量 下 的 面积 为 8r. 


习题 六 


2. 用 9:G XG 一 G 记 乘法 运算 .对 于 e 的 开 邻 域 口 , 则 由 oo 的 连续 性 
可 知 ,存在 CE 的 邻 域 Vi ,使 得 Vi ° Vi CTV. 继续 此 过 程 ,得 到 CE 的 邻 域 Vi,*, 
Vs 使，… VCV. 令 六 = 们 VisV 一 六 站 六 -为 所 求 的 邻 域 

3. ” 任 取 e 的 一 个 开 邻 域 V, CU, 则 Vi! 也 是 e 的 开 邻 域 . 令 了 = 了 nn 

Vi'!. 只 要 证 明 Uv 是 G 的 开 子 集 ,又 是 G 的 闭 子 集 . 

4. 先 设 p 二 。 多 , 则 GN\EF = 二 0 为 e 的 开 邻 域 . 取 e 的 邻 域 了 ,使 得 站 
mV -1!CU, 可 证 VCU. 

大 PP 关 e,p 下, 则 ep 1 下 .问题 将 化 为 前 一 种 情形 . 

13. ”将 5S* 上 的 左 不 变 向 量 场 用 R‘(= 器 ) 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 表示 出 
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来 . 
16. ”可 利用 第 17 题 (3) 的 结论 . 
25. ”参看 习题 二 节 第 14 题 . 1 
26. GL(2)\exp(g1(2)) = {4 € GL(2) : 4 至 少 有 一 个 特征 值 为 负 
首先 从 2 X 2 实 和 矩阵 的 Jordan 型 不 难看 出 
exp (g1(2)) C {A € GL(2) : 4 的 特征 值 全 为 正 数 ,或 为 共 轿 复数 }. 
现在 要 证 上 式 两 边 相 等 . 分 两 种 情形 : 
a. 设 AE€ GL(2),A 的 特征 值 为 共 绒 复数 (因而 互 不 相等 ), 因 此 A 二 PP， 


_|. P71!. 由 于 4 是 实 和 矩阵 ,可 证 PP… _|. P71! 也 是 实 和 矩阵 . 因此 
InZ 0. 
A=explP: _|。P |. 
0 lnZ 


b. 设 4AE€ GL(2),A4 的 特征 值 丸 ,是正 数 .可 以 证 明 存 在 实 矩 阵 了 ,使 得 


: A|! 关 
A ='P . . PpP-!, 
0 和 


其 中 x 是 0 或 1( 事 实 上 ,P 的 列 向 量 可 以 看 作 实 矩阵 关于 实 特征 值 的 特征 向 
量 或 广义 特征 向 量 , 必 可 取 实 向 量 ). 此 时 
CI 
A=explP: 。P-!|, 
0 lnA, 
1 1 

其 中 x*x* 是 0 或 元 一 无: 

27， 每 一 个 复 和 矩阵 都 相似 于 它 的 Jordan 型 ,因此 只 要 证 明 GL(2;C) 中 
的 Jordan 型 矩阵 能 写成 指数 形状 . GL(2;C) 中 的 Jordan 型 矩阵 只 有 两 类 


a 1 z 
9 asb A 0. 


a 0 
0 中 0 a 
关于 前 者 ,显然 有 我 们 所 要 的 结论 . 关于 后 者 ,注意 到 
| 
0 a 0 a 0 1 0 1] 0 a 
所 以 ,只 要 证 明和 矩阵 
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能 写成 矩阵 的 指数 形状 . 
29. (3) 用 (a,b) 表示 右 作用 在 直线 上 的 仿 射 变换 群 的 点 , 则 
(a,0)» (a1,01) 一 (aaaip 十 站)， 


二 (1;0). 
由 部 | 四 
i 了 i 
he 
Y| 4 8) ‘a6 人 


30。 GD 与 29. (3) 申 的 左 不 变 向 量 声 X,Y 对 应 的 单 参数 于 群 分 别 为 
xc) = (0,0) ,0 一 0; 在 直线 上 的 对 应 应 基本 向 量 场 为 禄 (z) = 二， 


,0 9 . 
(X=y 计 一 + 记 : 四 


(3) 在 SO(3) 上 可 以 取 Euler 角 为 局 部 坐标 系 , 相 应 的 单 参数 子 群 为 
-|cost 一 :Sint 0 
Ol()= |sint cost 0 ， 
. Lo 0! wh 
1 6 “0 了 
0,(t)= |0 cost 一 sint | ， 
“ [0 sint cost 
cost 0 sint 
2) = 0 1 0 
— sint 0 cost 


右 作用 在 (zy,z) E Rs 上 所 得 到 的 基本 向 量 场 为 
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索 5 


(以 拼音 为 序 ) 

Bb 对 称 化 算 子 ”36 
伴随 表示 。 303 对 称 张 量 35 
伴随 向 量 空间 5 对 偶 空 间 24 
闭 微 分 式 ”192 对 偶 基 底 25 
( 李 群 的 ) 闭 子 群 ”300 F 
边界 116 反对 称 化 算 子 ”36 
边界 点 ”115 反对 称 张 量 35 
变换 138 仿 射 变换 群 ”315 
标 架 5 仿 射 联 络 空间 235 
( 李 代 数 的 ) 表示 。 301 仿 射 空间 5 
( 李 群 的 ) 表示 。 300 方向 导数 12 
表示 空间 300,301 分 布 149 

C 覆盖 流 形 96 
( 定 问 的 ) 传播 ”112 复 特殊 线性 群 ”299 
(离散 群 的 ) 纯 不 连续 作用 94 复 一 般 线 性 群 ”297 
从 空间 322,328 复 正 交 群 ”299 
从 投影 ”322,328 G 

D 光滑 函数 ”62 
带 边 流 形 ”115 光滑 结构 ”57 
带 边 区 域 ”218 光滑 流 形 57 
单 参数 可 微 变换 群 ”139 光滑 曲线 。” 10,68 
单 参数 子 群 ”293 光滑 同 胚 68 
单位 分 解 ”67 光滑 映射 ”4,68 
单位 正 交 标 架 ”5 (Lagrange) 广义 坐标 ”110 
单位 正 交 基底 3 ( 单 参数 变换 群 作用 的 ) 轨 线 
底 空间 。 322,328 J 
第 一 类 标准 坐标 系 ”296 基本 问 量 场 307 
( 流 形 的 ) 定向 ”112 基底 3 
〈 回 量 空间 的 ) 定向 ”111 (外 微分 式 的 ) 积分 “214 


度量 张 量 33 积分 流 形 ”149,195 
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积 流 形 ”60 

极 大 积分 流 形 ”155 

几何 约束 ” 109 

加 细 ( 开 覆盖 ) 65 

结构 常数 ”272 

结构 方程 ”280 i 

( 仿 射 空间 的 ) 结构 方程 206 .: 

结构 群 328 . 

截面 ”328,329 

浸入 83 

浸 和 人 子 流 形 ” 83 

解析 结构 57 

解析 流 形 ”57 有 

局 部 单 参数 变换 群 ”140 ， 

局 部 欧 氏 空间 246 

局 部 平凡 化 ”322,329 

局 部 有 限 ( 子 集 族 ) 64 

局 部 坐标 系 ”55 
K 

开 上 映射 ”91 

开 子 流 形 61 

仙人 子 流 形 86 

可 定向 微分 流 形 ”112 , 

( 李 氏 变换 群 的 ) 可 迁 的 作用 311 
L 

李 代数 ”132 

( 李 群 的 ) 李 代数 271 

李 导 数 ” 146,163 

黎 曼 结构 ，166 

黎 曼 联络 . 241 . 

黎 受 流 形 166 : 

笋 曼 球 面 106 

笋 曼 曲 率 张 量 243 

歼 曼 曲面 106 … 

李 群 ”266 


245 


(r 次 ) 连续 可 微 孙 数 
111 


连续 延 拓 的 定向 
M 
迷 疝 群 ”311 


挠 率 形式 ”245 

挠 率 张 量 ”237 

内 部 ”116 

内 乘 ”258 

内 目 同 构 301 

内 自 同 构 群 ”301 


欧 氏 空间 4 
欧 氏 内 积 3 
欧 氏 问 量 空间 3 
P 
平行 ”232 
平行 移动 5,233 
C 


( 切 向 量 场 的 ) 奇 点 : 


齐 性 空间 311 
恰当 微分 式 192 
切 (向 量 ) 丛 127 
切 空 间 70 

切 回 量 70 

切 向 量 场 127 . 
切 映 射 ”77 

曲率 算 子 243 : 
曲率 形式 246 


10 


136 ;1 


曲率 张 量 241 
曲 纹 坐标 系 ”17 
曲线 的 切 向 量 11,70 


R 
容许 坐标 卡 ”57 
散 度 ”249 
散 度 算 子 249 
商 拓扑 ”91 
事件 ”108 
缩 并 31 

T 


特殊 线性 群 ”101,299 
特殊 正 交 群 ”101,299 
特征 肾 数 ”252 
特征 值 ”252 

梯度 ”167,250 

体积 元 素 ”183 

调和 函数 252 

调和 形式 ”259 
( 李 代 数 的 ) 同 构 290 
( 李 群 的 ) 同 构 “290 
( 李 代 数 的 ) 同 态 ”290 
( 李 群 的 ) 同 态 290 


拓扑 流 形 ”55 

W 
外 积 39 
外 微分 184 


(r 次 ) 外 微分 式 ”173 

(次 ) 外 形式 ”38 
完全 可 积 ( 分 布 ) 150 
完全 可 积 (Pfaff 方程 组 ) 198 
(C-) 微分 结构 ”57 

(C-) 微分 流 形 ”57 

微分 纤维 从 ”328 
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位 形 ”108 
无 挠 (联络 ) 238 . 

和 
(r 重 ) 线性 函数 ”26 
纤维 ”323 
纤维 型 ”322,328 
(活动 标 架 的 ) 相对 分 量 ”206 
(f-) 相关 的 切 向 量 场 133 … 
(C-) 相关 的 坐标 卡 ”56 
相配 的 ”331 1 
(与 黎 曼 度量 ) 相 容 的 ”241 - 
向 径 5 


向量 从 ”322 
回 量 空 间 2 
协 变 导 数 ”229 


协 变 微分 229 
协 变 微分 算 子 ”229 


Y 
淹没 89 
淹没 映射 。 89 
一 般 线 性 群 ”101 


一 次 微分 式 ”157 
叶 状 结构 ”157 
(在 边界 上 的 ) 诱导 定向 ”117 


( 单 参数 变换 群 的 ) 诱导 切 向 量 场 


139 
有 问 线 段 5 
有 效 作 用 307 
右 移动 ”266 
西 群 ”299 
余 切 空间 75 
余 切 向 量 75 
余 切 上 映射” 79 
余 微分 算 子 258 
原点 5 
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ZZ 
((p,g) 型 ) 张 量 27 Beltrami-Laplace 算 子 250 
张 量 场 ”157 Christoffel 记号 21,138 
张 量 的 分 量 28 Einstein 和 式 约 定 4 
张 量 积 30 Euler 示 性 数 136 
整 格 93 Frobenius 条 件 150,200 
正 交 群 101,299 Grassmann 流 形 ”90 
(光滑 映射 的 ) 秩 15,81 Hessian 算 子 251 
支撑 集 ”64,211 Hodge 定理 260 
指数 映射 ” 295 Hodge 星 算 子 256 
主 从 ”331 Hodge-Laplace 算 子 259 
转移 函数 族 。 324 Hopf 定理 ”138 
状态 ”108 Klein 瓶 ”98 
目 然 ( 标 架 ) 基底 ”20,72 Kronecker 6- 记号 37 
目 同 构 ”290 : Levi 一 Civita 联络 241 
目 同 构 群 ”301 “Maurer-Cartan 形式 279 
自由 作用 307 Pfaff 方程 组 ”195 
左 不 变 向 量 场 ”271 Poisson 括号 积 132 
左 不 变 1 次 微分 式 277 deRham 定理 192 
左 移动 ”266 deRham 上 同调 群 ”192 


坐标 卡 ”55 Whitney 定理 88 
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